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Durées de vie - Généralités

Exercice 1.
La fonction de survie d’une durée de vie est définie par : S(t) = /1 —¢/100;0 < ¢t < 100.

1. Quelle proportion de sujets disparait entre 19 et 36 ans ?

2. Quelle espérance de vie est associée a cette durée de vie 7

3. Quelle est 'espérance de vie résiduelle d’'un sujet de trente six ans ?

Exercice 2.

1. Le hasard instantané d’une durée de vie continue peut-il étre défini par : A(t) = 1/(1+¢)%;¢t>07?
2. 4> 0 ; la probabilité de survivre au moins un an a n’importe quel age x peut-elle étre : 22 +1 ?

Exercice 3.
Une durée de vie T' a pour densité : f(t) = 5%t exp(—pBt)1 4>y ot 3> 0.

1. Déterminez sa fonction de survie.
2. Déterminez le hasard instantané.
3. Déterminez la distribution de T o u pour u > 0.

Exercice 4.

X est une variable aléatoire distribuée selon la loi : Pareto(a, 0).
1. Déterminez la fonction de survie de "= X — 6.

2. (a) Déterminez la fonction de survie de T o u (u > 0).

(b) Selon quelle loi de probabilité u 4 6 + T o u est-elle distribuée ?
Exercice 5.

1. Ty et T sont deux durées de vie continues indépendantes dont on note A;(t) et A2(t) les fonctions de hasard
instantané ; déterminez le hasard instantané de : T(;y = min{T3,T5}.

2. Ty,...,T, sont des durées de vie continues indépendantes et identiquement distribuées dont on note S(t) la
fonction de survie. Déterminez la fonction de survie de T,y = max{T1,...,Ty,}.

Exercice 6.

La durée de vie résiduelle d’'un homme a pour fonction de hasard : Ap(t) = 2/(10 — ¢) entre 0 et 10 ; la durée de
vie de son épouse a pour fonction de survie : Sy(t) = (1 —t/10) entre 0 et 10.

1. En supposant les durées de vie résiduelles des deux conjoints indépendantes, déterminez la densité de :

(a) la durée avant décés du premier des époux

(b) la durée avant extinction du couple.
2. Avec quelle probabilité I'un des conjoints sera-t-il seul d’ici deux & quatre ans 7

Exercice 7.

S est la fonction de survie d’'une durée de vie T ; justifiez et interprétez les propriétés suivantes :
1. Va,t >0:S(x+1t)=S5(x)Srox(t)
2. Va,t,u > 0: Srop(t +u) = S1ox(t)STo(a4t) (1)

Exercice 8.

T est une durée de vie continue dont le taux de hasard vaut 0,2 a tout instant.
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1. Déterminez la valeur de : a =P(2,5 < T < 2,75).
2. Avec quelle probabilité T' = |T| 4 1 vaut-elle 3 ?

3. Quelle erreur commet-on en utilisant I’approximation standard pour calculer a 7

Exercice 9.
Un copieur A permet de reproduire 25000 pages par mois et sa durée de vie (en mois) est une variable aléatoire

dont la fonction de hasard est définie par : Ax(t) = 1/(40 — t) entre 0 et 40.
Un copieur B permet de reproduire 15000 pages par mois et sa durée de vie est une variable aléatoire dont la

fonction de hasard est définie par : Ag(t) = 2/(96 — ¢) entre 0 et 96.
1. Quel copieur choisissez-vous si vous cherchez

(a) la plus longue durée de vie moyenne ?

(b) la plus grande quantité de pages copiées en moyenne ?

La fonction de survie d’un copieur C est définie en ¢ > 0 par : Sc(t) = exp(—t/10) et la quantité N¢ de copies
produites par C dépend de sa durée de vie T selon N¢ = (1 — exp(—T¢)) x 10°.

2. Quelle est la durée de vie moyenne de C 7
3. Combien C produit-il de copies en moyenne ?

Exercice 10.
La durée de vie d'un sujet de vingt ans : Y = 20 + T(20) a pour densité : fy (y) = [(1 4 y/10)/360] x 1 130<y<s0}-

1. Déterminez, si possible :

(a) la duré de vie moyenne dans la population
(b) la duré de vie moyenne des sujets qui vivent au dela de vingt ans
(¢) la durée de vie residuelle moyenne au dela de vingt ans

)

(d) la durée de vie residuelle moyenne au dela de quarante ans

Un contrat destiné aux sujets de vingt ans s’engage a payer :
- 10% x (1,5 — Y/50) euros & la date exacte du décés si celui ci survient entre 20 et 70 ans,

- 10° euros & la date du déceés si le décés survient au dela de 70 ans.

2. Déterminez la valeur actuelle attendue du paiement en supposant successivement :
(a) qu’'aucun facteur d’actualisation ne doive étre appliqué,

(b) que la valeur actuelle d’un euro & l'instant ¢ > 20 est : exp(—0,08(¢ — 20)).

Exercice 11.
T est une durée de vie continue, S(t) est sa fonction de survie, f(t) la fonction de probabilité, A(¢) le hasard

instantané.
Voici trois hypotheéses usuelles valables pour k£ € N :

o Uniform Death Distribution (UDD) : ¢t — f(k +t) est constante sur [0; 1]

o Constant Force of Mortality (CFM) : ¢t — A(k + t) est constante sur [0;1]

o Balducci (BAL) : t — 1/S(k + t) est affine sur [0;1]

1. Montrez : sous chaque hypothése il existe h : R — R telle que h o S(k + t) est affine en ¢
2. PourzeNet0<t<1,onnote +q =P(T <z +t|T >x)et ¢ =1¢

(a) Montrez que sous '’hypothése UDD : ;q, = tq,
(b) Montrez que sous 'hypothése BAL : 1 _+qyit = (1 — t) g,




