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Durées de vie - Applications actuarielles

Introduction.

Une durée de vie continue T' a pour fonction de densité f(t¢), de survie S(t), de hasard instantané p(t). La variable
discrete T = |T] + 1 est 'age atteint au moment de disparaitre arrondi a P'entier supérieur ; elle a pour fonction de
probabilité f , de hasard )\, de survie S. On cherche a déterminer la valeur actuelle d’un bénéfice/paiement lié a la fin
de vie. La fonction d’actualisation a I'instant ¢, d’un montant versé en ¢ est v(tg,t) et par convention : v(t) = v(0,t).

Bénéfices d’assurance.

o Le cas discret

b = (bg)ken est un vecteur de bénéfices : bk est le montant percu a la date k + 1 en cas de deces entre k et k + 1.
La valeur actuelle du bénéfice pergu est : Z = bs_,v/(T) ; son espérance est : Azn(b,v) = 375 by_1v(k) f(k) et sa
variance : V(Z) = Az(b%,12) — [Az(b, 1/)]2 ot : b® = (b?)ren-

o Le cas continu

b(t) est le montant percu en cas de décés a l'instant t. La valeur actuelle du bénéfice reu est : Z = b(T)v(T) ; son

bt (t) f(£)dt et sa variance @ V(Z) = Ap(b?,v2) — [Ar(b,v)]2.

espérance est : Ap(b,v) =
o Approxzimation du bénéfice continu par le bénéfice discret

b(t) est le montant percu en cas de déces a I'instant ¢ et b = (b(k))ren. On suppose (i) une force d’intéréts constante :
dv > 0,Vt > 0,v(t) = vt et (ii) une durée de vie uniforme aprés le dernier anniversaire : Vk € N, (T — Tk < T <
k+1) ~ g qy. Alors : Ap(b,v) = Ap((1 —1/v) x b/log(v),v).

o Assurance mizte

T, est une durée de vie continue de densité fy et de fonction de survie Sy. Pour une durée de vie : T= min(Tp, n),
la valeur actuelle d’un beneﬁce continu b deﬁni entre 0 et n et versé a l'instant du deces est : Z = b(T) (T) ;
son espérance est : Arp(b,v) = [;"b( o(t)dt + b(n)v(n)So(n) et sa variance : = [ b3t fo(H)dt +
b*(n)v*(n)So(n) — [AT(b V).

Bénéfices de rente.

o Le cas discret

¢ = (ci)ken est un vecteur de bénéfices : ¢ est le montant pergu par un sujet a 'instant k s’il survit a k. La valeur
actuelle des bénéfices recus est : Y = g(T') o g est définie par : Yk € N\{0}, g(k) = Zf é c;v(g).

La valeur actuelle moyenne des bénéfices est : das(c,v) = > oo g(k)f(k) (formule de paiements agrégés) et la
variance des valeurs actualisées de bénéfices : V(V) = 3202, g(k)2f (k) — [dz(c, v)]>.

dz(c,v) peut aussi étre calculée selon : d(c,v) = > po, cxv(k)S(k) (formule de paiements actuels) et V(Y) selon :
V()= melu + 23 icpus) ottt = cpr(k)S(k) et up = cpr(k)(1 — S(k)).

o Le cas continu

Un contrat percoit jusqu’a son terme un bénéfice continu dont le taux a r instant t est c(t). La valeur actuelle des
bénéfices regus est : Y = g(T) ot g est définie par : Vt > 0, g(t fo

La valeur actuelle moyenne des bénéfices regus est : ar(c,v) fo dt et la variance des valeurs actualisées
de bénéfices : =/ t)dt — [ar(c,v)]%.
ar(c,v) peut aussi étre calculée selon : ar(c,v) = fOJrOO c(t)v(t)S(t)dt si hIJIrl g(u)S(u) = 0.
uU—r+00
Provisions.

7 = (7 )ken est un vecteur de primes : un contrat verse 7 a Uinstant k s'il survit a cet instant ; et b = (bg)gen
est un vecteur de bénéfices : by est le montant pergu par un contrat a I'instant k£ + 1 s’il disparait entre k et k£ + 1.
La perte prospective a I'instant r est la valeur nette du flux & partir de l'instant r, actualisée a 'instant r :

(Tor)—1

rL =0, (For)—  xv(rr+Tor)— Z ety X v(r,r +j)
=0

et la provision a U'instant r est la valeur attendue de la perte prospective : .V = E(,.L).
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Primes.
o Principe d’équivalence

Les primes regues compensent en moyenne les bénéfices versés. Ainsi, la valeur actuelle nette de la perte L =g L
est nulle en moyenne : E(L) = 0.

o Primes quantiles

Un contrat verse w a 'instant k s’il survit a cet instant ; by est le montant pergu par un contrat a 'instant k+ 1 s’il
disparait entre k et k + 1. La a-prime (0 < « < 1) est la plus petite valeur de 7 pour laquelle la perte L est négative
avec probabilité o au moins.

o Primes agrégées

Un contrat est vendu pour un montant 7 ; il fournit un bénéfice dont la valeur actuelle est Z ; la perte prospective
liée & ce contrat est : L = Z — .

Le nombre de contrats & vendre pour que la perte totale soit négative avec une probabilité minimale « est n >
[2CV (L)]? ot z, désigne le quantile d’ordre o de A47(0,1) et CV(L) = \/V(L)/E(L) le coefficient de variation de L.

7 = E(Z) est le montant du contrat permettant une perte nulle en moyenne. Ainsi, L = Z — (1 + 0)E(Z) est la
perte liée & une variation de (1000)% du montant du contrat issu du principe d’équivalence. Pour que la vente de n

contrats entraine une perte totale négative avec probabilité minimale «, il faut : 6 > z2,CV (Z)/+/n.




