
Université de Bordeaux - Collège DSPEG - Master 2 IREF - Modèles de Durée & Actuariat - Automne 2023

Modèles de durée - Approche paramétrique

Contexte et objectifs.
t1, . . . , tn sont des observations positives supposées issues d’un modèle de durée de vie dont les fonctions de prob-

abilité f(t; θ), de survie S(t; θ), de hasard instantané λ(t; θ), de hasard cumulé Λ(t; θ) sont paramétrées par θ ∈ Θ.
Dans ce contexte paramétrique, on cherche à : estimer la valeur de θ, comparer la valeur de θ à une valeur de

référence, comparer {f(•; θ); θ ∈ Θ} à un autre modèle paramétrique, utiliser le modèle estimé à des fins prédictives.

Estimation du paramètre.
◦ Méthodologie du Maximum de Vraisemblance (MV)
? on suppose t1, . . . , tn indépendantes et distribuées selon f(t; θ),
? la vraisemblance : L(θ; {ti}) =

∏n
i=1 f(ti; θ) conduit à la log-vraisemblance : `(θ; {ti}) =

∑n
i=1 log f(ti; θ),

? les équations de vraisemblance sont : ∇θ`(θ; {ti}) = 0,
? la résolution des équations de vraisemblance conduit à : θ̂MV = argmax

θ
{`(θ; {ti}); θ ∈ Θ}.

◦ Propriétés de l’Estimateur du Maximum de Vraisemblance
En notant d la dimension du paramètre θ, l’information de Fisher observée In(θ̂MV) est une matrice d× d définie

par : le coefficient à l’intersection de la ligne j et de la colonne k est : −
∑n
i=1 ∂

2 log f(ti; θ)/∂θj∂θk évalué en θ = θ̂MV.

Si {f(t; θ); θ ∈ Θ} est le vrai modèle et θ0 la vraie valeur du paramètre, l’estimateur θ̂MV est approximativement
distribué selon une loi normale centrée en θ0 dont la matrice des covariances est estimée par I−1

n (θ̂MV).

◦ Intervalle de confiance de θ0

Lorsque θ est unidimensionnel (d = 1), la variance de θ̂MV est estimée par : V̂ (θ̂MV) =
(
−1/

∑n
i=1 ∂

2 log f(ti; θ)/∂θ
2
)
|θ=θ̂MV

.

En supposant toujours que {f(t; θ); θ ∈ Θ} est le vrai modèle et θ0 la vraie valeur du paramètre, un intervalle de

confiance de θ0 au niveau 1− α est alors : IC1−α(θ0) = θ̂MV ± z1−α/2

√
V̂ (θ̂MV).

◦ Aspects pratiques de l’estimation par MV

? Comment déterminer la valeur de θ̂MV ?

i. on tente de résoudre les équations de vraisemblance de façon explicite,
ii. on utilise une fonction ad-hoc qui optimise la vraisemblance comme fitdistr{MASS} sous R,
iii. on écrit soi-même le script de la log-vraisemblance (sous R, Python, etc.) avant de déterminer son maximum

par une fonction d’optimisation (optim sous R).

? Comment déterminer la valeur de V̂ (θ̂MV) ?

i. en calculant : V̂ (θ̂MV) =
(
−1/

∑n
i=1 ∂

2 log f(ti; θ)/∂θ
2
)
|θ=θ̂MV

ii. par re-échantillonnage :
− générer N échantillons de taille n selon la fonction de probabilité f(t; θ̂MV )

− sur l’échantillon i déterminer θ̂[i]
MV (i = 1, . . . , N)

− estimer V (θ̂MV) comme variance de θ̂[1]
MV, . . . , θ̂

[N ]
MV.
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Modèles usuels.
fonction de

modèle paramètre notation densité af(t) survie aS(t) hasard aλ(t) hasard cumulé aΛ(t)
exponentiel λ > 0 E (λ) λe−λt e−λt λ λt
Weibull λ > 0, γ > 0 Weibull(λ, γ) λγtγ−1e−λt

γ

e−λt
γ

λγtγ−1 λtγ

Gompertz a > 0, b > 0 Gompertz(a, b) aebte−(a/b)×(ebt−1) e−(a/b)×(ebt−1) aebt (a/b)× (ebt − 1)

gamma b k > 0, λ > 0 γ(k, λ) λktk−1e−λt/Γ(k) 1− Ik(λt) λktk−1e−λt

(1−Ik(λt))Γ(k)

∫ t
0
λ(s)ds

a entre 0 et +∞ ; b on note Γ(k) =
∫ +∞

0
sk−1e−sds la fonction gamma d’Euler en k et Ik(t) =

∫ t
0
sk−1e−sds/Γ(k)

Evaluation du modèle.
◦ Outils graphiques
On peut apprécier l’adéquation d’un modèle par une méthode de type QQ-plot : un modèle est correct si pour tout

i ∈ {1, . . . , n} l’observation de rang i : t(i) est proche du quantile d’ordre i/n : qi/n de la loi de probabilité représentée
par f(t; θ̂MV). Dans un tel cas, les points (t(i); qi/n) sont alignés sur la première bissectrice.

◦ Tests d’hypothèses
i. Le test du rapport de vraisemblance

Θ0 désignant un sous ensemble de Θ défini par une contrainte sur θ, on cherche à tester H0 : θ ∈ Θ0 contre H1 :
θ ∈ Θ\Θ0 au seuil de significativité α (0 < α < 1).

En notant η = dimΘ−dimΘ0 et ρ = sup{L(θ; {ti}); θ ∈ Θ0}/sup{L(θ; {ti}); θ ∈ Θ}, la statistique de test : −2 log ρ
est asymptotiquement distribuée selon χ2

η lorsque H0 est vraie. Ainsi, on rejette H0 au seuil α si −2 log ρ > χ2
η;1−α.

ii. Le test de Wald
Pour un paramètre vectoriel : θ = (θ1, . . . , θd)

′, on note ω = (θ1, . . . , θk)′ le vecteur constitué des k premières
composantes de θ et ρ = (θk+1, . . . , θd)

′ le vecteur constitué des d − k dernières composantes de θ (1 ≤ k ≤ d). On
compare la partie ω du paramètre θ à une valeur de référence ω0 en testant H0 : ω = ω0 contre H0 : ω 6= ω0.

Notons Iωn la sous-matrice k× k de In(θ̂MV) définie par : le coefficient à l’intersection de la ligne j (j ∈ {1, . . . , k})
et de la colonne l (l ∈ {1, . . . , k}) est : −

∑n
i=1 ∂

2 log f(ti; θ)/∂θj∂θl évalué en θ = θ̂MV.
Sous H0, la statistique de test : X = (ω̂MV − ω0)′Iωn (ω̂MV − ω0) est distribuée selon χ2

k. Ainsi, on rejette H0 au
seuil α si X > χ2

k;1−α.
iii. Le test du score

On teste toujours H0 : ω = ω0 contre H0 : ω 6= ω0 où ω désigne un vecteur de paramètres extrait de θ.
Notons Uω0

le gradient de `(θ; {ti}) calculé en θ = (ω′0, ρ̂
′
MV)′.

Sous H0, la statistique de test X = U ′ω0
(Iωn )

−1
Uω0

est distribuée selon χ2
k. Ainsi, on rejette H0 si X est supérieure

au quantile d’ordre 1− α de χ2
k.

◦ Critères d’information
On peut choisir parmi plusieurs modèles paramétriques grâce à un critère d’information commeAIC = `(θ̂MV; {ti})−

d ou BIC = `(θ̂MV; {ti})− (d/2) log n.
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