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Modéles de durée - Approche paramétrique

Contexte et objectifs.

t1,...,t, sont des observations positives supposées issues d’un modéle de durée de vie dont les fonctions de prob-
abilité f(¢;0), de survie S(¢;0), de hasard instantané A(t;6), de hasard cumulé A(¢; ) sont paramétrées par 6 € O.

Dans ce contexte paramétrique, on cherche a : estimer la valeur de 6, comparer la valeur de 6 & une valeur de
référence, comparer {f(e;0);0 € O} & un autre modéle paramétrique, utiliser le modéle estimé a des fins prédictives.
Estimation du parameétre.
o Méthodologie du Mazimum de Vraisemblance (MV)
* on suppose ti,...,t, indépendantes et distribuées selon f(t;6),
* la vraisemblance : L(0; {t;}) = [[;—, f(t:;0) conduit a la log-vraisemblance : £(6;{t;}) = > ., log f(¢;; ),
* les équations de vraisemblance sont : Vgfl(6; {t;}) =0,
* la résolution des équations de vraisemblance conduit a : fyv = argmax{£(0; {¢;}); 0 € O}.
0
o Propriétés de I’Estimateur du Maximum de Vraisemblance
En notant d la dimension du paramétre 6, I'information de Fisher observée In(éMv) est une matrice d x d définie
par : le coefficient & I'intersection de la ligne j et de la colonne k est : — Y 7| 8?log f(t;;0)/00;00) évalué en 6 = Oyry.
Si {f(t;0);0 € ©} est le vrai modéle et 6 la vraie valeur du paramétre, estimateur fyry est approximativement
distribué selon une loi normale centrée en y dont la matrice des covariances est estimée par I, (Oarv).
o Intervalle de confiance de 6y
Lorsque 6 est unidimensionnel (d = 1), la variance de Oypy est estimée par : V (fyy) = (=1/ 37", 0%log f(ti;0)/06%)
En supposant toujours que {f(¢;0);0 € ©} est le vrai modele et 6y la vraie valeur du paramétre, un intervalle de
confiance de 6y au niveau 1 — «v est alors : IC1_,(0p) = Onry £ Z1_a/2\/v(éMv)-
o Aspects pratiques de I’estimation par MV

* Comment déterminer la valeur de Oypy 7

i. on tente de résoudre les équations de vraisemblance de fagon explicite,

ii. on utilise une fonction ad-hoc qui optimise la vraisemblance comme fitdistr{MASS} sous R,

ili. on écrit soi-méme le script de la log-vraisemblance (sous R, Python, etc.) avant de déterminer son maximum
par une fonction d’optimisation (optim sous R).

* Comment déterminer la valeur de V (fyy) ?

i. en calculant : V(0vy) = (—1/ 37, 8% log f(ti;9)/892)‘ )
0=0nrv
ii. par re-échantillonnage :

— générer N échantillons de taille n selon la fonction de probabilité f(t; 0 MV)
— sur 'échantillon 7 déterminer GAI[QV (t=1,...,N)

— estimer V(éMV) comme variance de él[\}[]v, RN él[\ﬁlv\]/
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Modéles usuels.
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FEvaluation du modéle.
o Qutils graphiques

On peut apprécier I'adéquation d’un modéle par une méthode de type QQ-plot : un modéle est correct si pour tout
i€ {l,...,n} I'observation de rang i : t(;) est proche du quantile d’ordre i/n : g;;,, de la loi de probabilité représentée

par f(t; éMV) Dans un tel cas, les points (t(;); ¢;/») sont alignés sur la premiére bissectrice.

o Tests d’hypothéses
i. Le test du rapport de vraisemblance

Q¢ désignant un sous ensemble de © défini par une contrainte sur #, on cherche a tester 74 : 0 € ©g contre J4 :
0 € ©\Oy au seuil de significativité o (0 < o < 1).
En notant 7 = dim© —dim©g et p = sup{L(0;{t;}); 0 € O }/sup{L(8; {t:}); 0 € O}, la statistique de test : —2logp
est asymptotiquement distribuée selon X?, lorsque %) est vraie. Ainsi, on rejette J4) au seuil « si —2logp > X%;l—a-
ii. Le test de Wald

Pour un paramétre vectoriel : 6 = (01,...,603)’, on note w = (01,...,6;)" le vecteur constitué des k premiéres
composantes de 6 et p = (0x41,...,04)" le vecteur constitué des d — k derniéres composantes de 6 (1 < k < d). On
compare la partie w du paramétre 6 & une valeur de référence wg en testant J4) : w = wg contre J4 : w # wp.

Notons I¥ la sous-matrice k x k de I,(6yy) définie par : le coefficient a I'intersection de la ligne j (je{l,...,k})
et de la colonne I (I € {1,...,k}) est : —> """ 0?log f(t;;0)/00;00, évalué en 6 = Oyry.

Sous %, la statistique de test : X = (Ony — wo)'I¥ (Omyv — wo) est distribuée selon x7. Ainsi, on rejette % au
seuil o si X > X%;ka'

iii. Le test du score

On teste toujours J4) : w = wy contre J7) : w #* wy ol w désigne un vecteur de paramétres extrait de 6.

Notons Uy, le gradient de ¢(6;{t;}) calculé en 6 = (w(, prry)’-

Sous ), la statistique de test X = U/, (I,“j)fl U, est distribuée selon x7. Ainsi, on rejette ) si X est supérieure
au quantile d’ordre 1 — « de x3.

o Critéres d’information

On peut chojsir parmi plusieurs modéles paramétriques grace a un critére d’information comme AIC = ¢ (éMv; {t:})—
d ou BIC = {(bpv; {t:}) — (d/2)logn.




