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STATISTIQUE - TD4 - TEST DU )?

Exercice 1.

1. Représentez la densité d’une variable aléatoire distribuée selon x3,.

R : curve (dchisqg(x,20),x1lim=c (0, 50))

2. Avec quelle probabilité cette variable est-elle inférieure a 10 7
P(x3, < 10) ~ 0,032. (R : pchisg(10,20)). Une variable aléatoire distribuée selon x3, est inférieure ou égale a 10
dans 3,2% des cas.

3. Déterminez et interprétez le quantile d’ordre 0,95 de la loi x3;.
R :gchisg(0.95,20) donne environ : 31,4. Le quantile d’ordre 0,95 de la loi X%o vaut 31,4 ; une variable aléatoire
distribuée selon x3, est inférieure ou égale & 31,4 avec 95% de chances.

Exercice 2.

Table 1 donne la répartition de soixante consommateurs de produits Danone par niveau de satisfaction (A/B/C/D) et
par genre (H/F).

satisfaction

A B C D

H 5 15 5 5
gNE 5 10 5 10

Table 1: Répartition observée de soizante sujets par rhésus et par groupe sanguin

On souhaite tester au seuil de 5% l'indépendance du genre et du niveau de satisfaction d’un sujet choisi au hasard.

1. Enoncez les hypothéses S8 et J4.

) - la satisfaction est indépendante du genre ; 74 : la satisfaction et le genre sont des variables dépendantes.

2. Sur quelle statistique la décision du test repose-t-elle ?
La statistique de décision est : X = Zle Z?Zl(ni,j —nj;)?/n;; avec :
- n; ; : effectif observé dans la modalité 7 de la variable genre et j de la variable satisfaction
- nj ;¢ effectif théorique dans la modalité i de la variable genre et j de la variable satisfaction.
Pour rappel :
n : taille de ’échantillon.
Nje = Z?zl n; ; effectif marginal dans la modalité ¢ du genre.

Ne,j = 2?21 n; ; effectif marginal dans la modalité j de la satisfaction.

*

ny; =nie X Ne /M.

3. Quelle est la distribution de la statistique de test sous 4 7
Sous %), X est distribuée selon la loi de x? & (2 — 1) x (4 — 1) = 3 degrés de liberté.

4. Dressez le tableau des effectifs théoriques sous hypothése d’indépendance.

Les effectifs théoriques (Table 2) peuvent étre calculés a la main : nj; = n1.e X ne,1/n = 30 x 10/60, etc. On peut
aussi les obtenir sous R :

- effectifs observés : cont = matrix(c(5,15,5,5,5,10,5,10),nrow=2, byrow=TRUE)

- effectifs théoriques : chisqg.test (cont) Sexpected

5. Quelle est la valeur observée de la statistique de test ?

La valeur observée de statistique de test est : X,y = (5 —5)2/5 + (15 — 12,5)2/12,5+ --- + (10 — 7,5)?/7,5 = 8/3 ~
2,67. On l'obtient sous R par : theo = chisqg.test (cont) Sexpected ; (cont-theo)”2/theo ou bien :
chisg.test (cont) $statistic.
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satisfaction
A B C D
H nj;=5 ni,=125 ni3=5 nj,=75 n1e.=230
IR ny =5 n3,=1256 nys=5 np,=T,5 ns.=30

Ne1 = 10 Neo = 25 Nes =10 nNeq =15 n = 60

Table 2: Tableau des effectifs théoriques sous hypothése d’indépendance

6. Quelle est la valeur critique du test ?

Puisque le seuil de significativité est 5%, la valeur critique est le quantile d’ordre 0,95 de x% : 7,8 environ.

7. Déterminez la p-valeur du test.

La p-valeur est la probabilité que sous %), la statistique X prenne une valeur plus atypique encore que la valeur
observée : p-val. = P(X > X5) = P(x3 > 8/3) =1 — P(x% < 8/3) ~ 0, 446 (* R:1-pchisq(8/3,3)).

8. Enoncez la décision du test de deux fagons :

i. en comparant la valeur observée de la statistique de test a la valeur critique.
La valeur observée de X (X5 = 8/3) est inférieure a la valeur critique ; au seuil 5% on ne rejette pas
I'indépendance des variables genre et satisfaction.

ii. en comparant la p-valeur au seuil de risque.

La p-valeur est supérieure au seuil de significativité (5%) ; au seuil 5% on ne rejette pas l'indépendance des
variables genre et satisfaction.

Exercice 3

Table 3 consigne les résultats d’une enquéte : on demande & deux-cents personnes nées en Aquitaine si elles sont favorables
a la radiation de la corrida du patrimoine culturel immatériel (PCI).

Radiation
oui neutre non
Dordogne 15 14 21
Gironde 19 14 8
Département Landes 10 13 10
Lot-et-Garonne 14 12 17
Pyrénées-Atlantiques 11 13 9

Table 3: Répartition de deux-cents personnes selon : (i) leur département d’origine et (i) leur avis sur la radiation de la
corrida du PCI

On souhaite déterminer dans un test de x? si Radiation et Département sont des variables indépendantes.

0 : Radiation et Département sont des variables indépendantes ; 57 : Radiation et Département ne sont pas indépen-
dantes.

1. Dressez le tableau des effectifs théoriques sous hypothése d’indépendance.

Les effectifs théoriques sont dans Table 4.

Radiation
oui neutre non
Dordogne 17,2 16,5 16,2
Gironde 14,1 13,5 13,3
Département Landes 11,4 10,9 10,7
Lot-et-Garonne 14,8 14,2 14,0

Pyrénées-Atlantiques 11,4 10,9 10,7

Table 4: Tableau des effectifs théoriques (arrondis) sous hypothése d’indépendance

2. Déterminez la valeur de la statistique du 2.

La valeur observée de la statistique de test : X, ~ 8,24



3. Doit-on rejeter 'indépendance des deux variables au seuil de 5% 7
La valeur critique associée au seuil de significativité 5% est le quantile d’ordre 0,95 de la loi de x? & (5—1)x (3—1) =8
degrés de liberté : 15,51. Puisque la valeur critique est supérieure a la valeur observée de la statistique de test, on ne
rejette pas 'indépendance entre la région d’origine et I'avis d’un sujet sur la radiation de la corrida du PCI.
4. Déterminez et interprétez la p valeur du test.
La p-valeur du test est la probabilité pour une variable distribuée selon y2 d’étre supérieure & X ps ~ 8,24 ; elle vaut
environ 0,41. Si le seuil de significativité est inférieur a 41%, on ne rejette pas 'indépendance.
Exercice 4.
Table 5 répartit cent téléspectateurs selon le programme préféré et la chaine favorite.
programme préféré
film journal sport

Ch.1 12 13 9
chaine favorite Ch. 2 10 18 11
Ch.3 7 12 8

Table 5: Répartition de cent téléspectateurs selon le programme préféré et la chaine favorite

On souhaite déterminer dans un test de x? si le programme et la chaine préférés d'un téléspectateur sont indépendants.
J = programme préféré et chaine favorite sont des variables indépendantes ; 571 : programme préféré et chaine favorite
ne sont pas indépendantes.

1. Dressez le tableau des effectifs théoriques sous hypothése d’indépendance.

programme préféré
film  journal sport
Ch.1 9,86 14,62 9,52
chaine favorite Ch. 2 11,31 16,77 10,92
Ch. 3 17,83 11,61 7,56

Table 6: Effectifs théoriques sous hypothése d’indépendance

2. Déterminez la valeur de la statistique du 2.
Xops = 1,04.
3. Doit-on rejeter 'indépendance des deux variables au seuil de 5% 7
p-val. = P(x2 > Xops) = 1 — P(x% < Xops) = 0,90. p-val. > a = 0,05 ; on ne rejette pas 4.
Exercice 5.
On considére le jeu de données HairEyeColor de R.

1. La couleur des yeux est-elle indépendante de celle des cheveux au seuil de 5% 7
HairEyeColor[,1] # tableau de contingence (couleur des cheveux X couleur des yeux) chez les hommes
HairEyeColor[,2] # tableau de contingence chez les femmes
cont = HairEyeColor[,1] + HairEyeColor[,2] # tableau de contingence marginalement au sexe.
mytest = chisq.test (cont) # le test du x?
mytest$p.value # p-valeur du test
La p-valeur du test (=~ 2,3 x 1072%) est inférieure au seuil de significativité (0,05) ; on rejette 'indépendance de la
couleur des yeux et des cheveux.

2. La couleur des yeux des garcons est-elle indépendante de celle de leurs cheveux 7
mytest = chisq.test (HairEyeColor[,1]) # le test du X2 sur le tableau de contingence des hommes
mytestS$p.value # p-valeur du test

La p-valeur du test (=~ 4,4 x 1079) est inférieure au seuil de significativité (0,05) ; on rejette I'indépendance de la
couleur des yeux et des cheveux chez les hommes.

Exercice 6.
On considére le jeu de données Ronfle* de Gilles Hunault. Dans la population étudiée, le tabagisme et le sexe sont-ils

2http://forge.info.univ-angers.fr/ gh/Datasets/ronfle.htm



indépendants ?

Apres avoir enregistré les données : http://forge.info.univ-angers.fr/~gh/Datasets/ronfle.htm dans
un dossier myfolder sous le nom ronfle :

whole <- read.table (file="myfolder/ronfle’, sep=",header=TRUE) # lecture du fichier ronfle

mydata <- table(wholel[,c(6,8)]) # tableau de contingence : sexe X tabac

mytest <- chisq.test (mydata) # test du x?

mytestSexpected # effectifs théoriques sous hypothése d’indépendance

mytest$statistic # valeur observée de la statistique de test

mytestSp.value # p-valeur associée a la valeur observée de la statistique de test.

La p-valeur associée a la valeur observée de la statistique de test est : 0,008. Les variables sexe et tabac sont jugées
indépendantes quand le seuil de significativité est inférieur a 0, 8%.

Exercice 7.

On considére le jeu de données Automobile® de I’University of California Irvine. En deca de quelle valeur du seuil de
risque le mode d’aspiration (standard/turbo) est-il jugé indépendant du type de carburant (fuel/gas) ?

whole <- read.table(file='"http://archive.ics.uci.edu/ml/machine-learning-databases/
autos/imports—85.data’, sep=',’,header=FALSE) # lecture du fichier complet

mydata <- table(whole[,c(4,5)]) # tableau de contingence : fuel-type X aspiration

mytest <- chisq.test (mydata) # test du x?2

mytestSexpected # effectifs théoriques sous hypothése d’indépendance

mytest$statistic # valeur observée de la statistique de test

mytestSp.value # p-valeur du test

La p-valeur associée & la valeur observée de la statistique de test est : 5,3 x 1078. Les variables fuel-type et
aspiration sont jugées indépendantes quand le seuil de significativité est inférieur a 5,3 x 1078.

Rappels de cours

Un échantillon (aléatoire) de taille n est décrit par deux variables qualitatives. La premiére X posséde r modalités :
Z1,...,%r ; laseconde Y posséde s modalités : y1,...,ys. Pouri e {1,...,r}etj e {1,...,s} onnote n; ; le nombre d’unités
pour lesquelles X vaut x; et Y vaut yj, nje = >, n;; le nombre d’unités pour lesquelles X vaut x; et ne; = > p_; Nk,j le
nombre d’unités pour lesquelles Y vaut y;. Table 7 est un tableau de contingence qui regroupe les effectifs conjoints observés
n; ; ainsi que les effectifs marginaux ne ; et n; .

Y
Y1 Y2 ... Ys marge X
T ni1 M1z ... N N1,e
X X2 n21 MN22 ... MN2s n2.e
Ly 1 Ny2 oo Ny s Nyr.e
margeY TNe1 MNe2 ... T n

Table 7: Tableau de contingence : effectifs conjoints observés et effectifs marginaux

Si les variables X et Y sont indépendantes, en négligeant 'effet d’échantillonnage le nombre d’individus pour lesquels
X =z et Y =yj est nf ; =nje X e, /n. Les coefficients n; ; regroupés dans Table 8 sont les effectifs conjoints théoriques
ou attendus sous hypothése d’indépendance.

Toujours si X et Y sont indépendantes, la statistique £ = >2i_, 377, (nij —nf ;)2/n} ; est approximativement distribuée
selon x?Tfl)X(sfl), la loi de x2 & (r — 1) x (I — 1) degrés de liberté.

Ainsi, lorsque 'hypothése %) : ‘X et Y sont indépendantes’ est testée au seuil @ (0 < a < 1) contre .74 : ‘X et Y ne
sont pas indépendantes’, 74 est rejetée si F est supérieure au quantile d’ordre 1 — « de la loi X?T—I)X(s—l)'

Ajli = Mij/Mie représente la proportion de sujets pour lesquels Y vaut y; parmi ceux pour lesquels X vaut z; et
Aj = Ma ;/n la proportion (non conditionnelle) d’unités pour lesquelles Y vaut y;. Les distributions de ¥ observées condi-
tionnellement aux modalités de X — que 'on appelle les profils lignes — et la distribution marginale de Y sont regroupées
dans Table 9.

Phttp:/ /archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Automobile



Y

Y1 Y2 ... Ys  marge X
* * *
I nl,l n1,2 e 71173 n1.e
* * *
X i) n271 n2’2 e TLQ’S 12.e
* * *
T, Np1 Mpg o Npg Mo
margeY Ne1 MNe2 ... TNes n

Table 8: Tableau de contingence : effectifs conjoints attendus (ou théoriques) et effectifs marginaux

Y
Y1 Y2 - Ys
NP S TP CIE I Wi
X ) )\1‘2 )\2‘2 . )‘s|2 distributions conditionelles
.. de Y (profils lignes)
Ly )\1\7“ )‘2|r soe )‘s|r
)\1 )\2 . AS distribution marginale de Y

Table 9: Distributions conditionnelles (profils lignes) et distribution marginale de Y

Lorsque X et Y sont indépendantes, les r profils lignes sont identiques® et chacun d’eux est égal a la distribution marginale
de Y: pour tout j € {1,...,8}, Ajj1 = Aj2 = -+ = Ajjp = Aj.

On peut aussi caractériser I'indépendance grace aux distributions conditionnelles de X — ou profils colonnes — définies
par : v;; = Nij/Mej (J €{1,...,8},4=1,...,7) et a la distribution marginale de X définie par : v; =n;o/n (i =1,...,7).
Lorsque X et Y sont indépendantes, les s profils colonnes sont identiques et chacun d’eux est égal a la distribution marginale
de X: pour tout i € {1,...,7}, vijp = Yij2 = - - = Vils = Vi-

2en négligeant toujours l'effet d’échantillonnage



