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Statistique - TD3 - Régresssion Linéaire

Exercice 1.
(x1, y1) . . . (xn, yn) sont n réalisations de deux variables x et y à valeurs dans R.

1. Quelle est l’équation de la droite de régression de y en x

La droite de régression de y en x a pour équation : y = β0 + β1x où : β1 = cov(x, y)/var(x) =
1
n

∑n
i=1(xi−x̄)(yi−ȳ)

1
n

∑n
i=1(xi−x̄)2

et
β0 = ȳ − β1x̄.

2. On prend pour nouvelle variable explicative x̃ = αx+ β (α ∈ R, β ∈ R)

(a) Déterminez l’équation de la droite de régression de y en x̃
Méthode 1. y = β0 + β1x. Or, x = (x̃− β)/α. Donc : y = β0 + β1(x̃− β)/α = β1x̃/α+ β0 − β1β/α. La droite de
régression de y en x̃ a pour équation : y = β1

α x̃+ (β0 − β1β
α ).

Méthode 2. La droite de régression de y en x̃ a :
- pour pente : cov(x̃,y)

var(x̃) = cov(αx+β,y)
var(αx+β) = αcov(x,y)+cov(β,y)

α2var(x) = αcov(x,y)
α2var(x) = β1/α.

- pour ord. à l’origine : ȳ − β1

α
¯̃x = ȳ − β1

α αx+ β = ȳ − β1

α (αx̄+ β) = ȳ − β1x̄− β1β/α = β0 − β1β/α.
(b) Quel est l’effet sur le coefficient de détermination d’une transformation affine de la variable explicative ?

Modèle 1 : régression linéaire de y en x. Pour tout i, ŷi = β0+β1xi etR2 = SCE
SCT =

∑n
i=1(ŷi−ȳ)2∑n
i=1(yi−ȳ)2 =

∑n
i=1(β0+β1xi−ȳ)2∑n

i=1(yi−ȳ)2

Modèle 2 : régression linéaire de y en x̃. Pour tout i, ŷi = β0−β1β/α+(β1/α)x̃i = β0−β1β/α+(β1/α)(αxi+β) =

β0 − β1β/α+ β1xi + β1β/α = β0 + β1xi et R2 = SCE
SCT =

∑n
i=1(ŷi−ȳ)2∑n
i=1(yi−ȳ)2 =

∑n
i=1(β0+β1xi−ȳ)2∑n

i=1(yi−ȳ)2

Une transformation affine de la variable explicative ne modifie pas la valeur du coefficient de détermination.
(c) Citez un cas pratique dans lequel la covariable est transformée de façon affine.

Un modèle de régression linéaire peut prédire la valeur de SMI exprimée en CHF par la valeur de CAC 40 exprimée
en euros. Si la valeur de CAC 40 est convertie en dollars, la covariable (CAC 40) est transformée de façon affine
et la qualité du modèle n’est pas modifiée. Plus généralement, quelle que soit l’unité monétaire dans laquelle est
mesurée la valeur de CAC 40, la variabilité de CAC 40 explique la même part de la variabilité de SMI.
Illustration.
SMI = EuStockMarkets[,2] # valeurs de SMI (supposées en CHF)
CAC = EuStockMarkets[,3] # valeurs correspondantes de CAC 40 (supposées en e)
myreg <- lm(SMI∼CAC) ; summary(myreg) # R2 = 0, 8965

La variabilité des valeurs de CAC 40 mesurées en euros explique 89, 65% de la variabilité des valeurs de SMI
mesurées en CHF.
tau = 1.2 # taux de conversion euro-dollar
CAC = EuStockMarkets[,3]*tau # valeurs de CAC 40 en dollars
myreg <- lm(SMI∼CAC) ; summary(myreg) # R2 = 0, 8965

La variabilité des valeurs de CAC 40 mesurées en dollars explique 89, 65% de la variabilité des valeurs de SMI
mesurées en CHF.

3. On considère ỹ = γy + δ (γ ∈ R, δ ∈ R) comme nouvelle variable à expliquer

(a) Déterminez l’équation de la droite de régression de ỹ en x
Méthode 1. y = β0 + β1x. Or, y = (ỹ − δ)/γ. Donc : (ỹ − δ)/γ = β0 + β1x et ỹ = δ + γβ0 + γβ1x. La droite de
régression de ỹ en x a pour équation : y = γβ1x+ (δ + γβ0).
Méthode 2. La droite de régression de ỹ en x a :
- pour pente : cov(x,ỹ)

var(x) = cov(x,γy+δ)
var(x) = γcov(x,y)+cov(x,δ)

var(x) = γcov(x,y)
var(x) = γβ1.

- pour ord. à l’origine : ¯̃y − γβ1x̄ = γy + δ − γβ1x̄ = γȳ + δ − γβ1x̄ = δ + γ(ȳ − β1x̄) = δ + γβ0.
(b) Quel est l’effet sur le coefficient de détermination d’une transformation affine de la variable à expliquer ?

Modèle 1 : régression linéaire de y en x. Pour tout i, ŷi = β0+β1xi etR2 = SCE
SCT =

∑n
i=1(ŷi−ȳ)2∑n
i=1(yi−ȳ)2 =

∑n
i=1(β0+β1xi−ȳ)2∑n

i=1(yi−ȳ)2

Modèle 2 : régression linéaire de ỹ en x. Pour tout i, ˆ̃yi = γβ1xi + δ + γβ0 ; ỹi = γyi + δ et ¯̃y = γy + δ = γȳ + δ.

Ainsi : R2 = SCE
SCT =

∑n
i=1(ˆ̃yi−¯̃y)2∑n
i=1(ỹi−¯̃y)2

=
∑n

i=1(γβ1xi+δ+γβ0−γȳ−δ)2∑n
i=1(γyi+δ−γȳ−δ)2 =

γ2 ∑n
i=1(β1xi+β0−ȳ)2

γ2
∑n

i=1(yi−ȳ)2 =
∑n

i=1(β1xi+β0−ȳ)2∑n
i=1(yi−ȳ)2

Une transformation affine de la variable à expliquer ne modifie pas la valeur du coefficient de détermination.

A. Lourme, Faculté d’économie, gestion & AES, Université de Bordeaux http://alexandrelourme.free.fr

1



(c) Citez un cas pratique dans lequel la variable dépendante est transformée de façon affine.
Un modèle de régression linéaire peut prédire la valeur de CAC 40 exprimée en euros par la valeur de SMI exprimée
en CHF. Si la valeur de CAC 40 est convertie en dollars, la variable à expliquer est transformée de façon affine
et la qualité du modèle n’est pas modifiée. Plus généralement, quelle que soit l’unité monétaire dans laquelle est
mesurée la valeur de CAC 40, la variabilité de SMI explique la même part de la variabilité de CAC 40.
Illustration.
SMI = EuStockMarkets[,2] # valeurs de SMI (supposées en CHF)
CAC = EuStockMarkets[,3] # valeurs correspondantes de CAC 40 (supposées en e)
myreg <- lm(CAC∼SIM) ; summary(myreg) # R2 = 0, 8965

La variabilité des valeurs de SMI mesurées en CHF explique 89, 65% de la variabilité des valeurs de CAC 40
mesurées en euros.
tau = 1.2 # taux de conversion euro-dollar
CAC = EuStockMarkets[,3]*tau # valeurs de CAC 40 en dollars
myreg <- lm(CAC∼SMI) ; summary(myreg) # R2 = 0, 8965

La variabilité des valeurs de SMI mesurées en CHF explique 89, 65% de la variabilité des valeurs de CAC 40
mesurées en dollars.

Exercice 2.
On considère les données grunfeld disponibles sous http://people.stern.nyu.edu/wgreene/Econometrics/

grunfeld.csv. Voici les statistiques observées dans un modèle linéaire expliquant la valeur réelle du capital (C) par
l’investissement (I) et la valeur réelle de la firme (F).

---------------------------------------
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-461.90 -154.80 -53.03 125.86 671.70

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 163.81362 20.36140 8.045 7.91e-14 ***
I 1.27398 0.14070 9.055 < 2e-16 ***
F -0.06818 0.02321 -2.937 0.00371 **
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 221.9 on 197 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.4625,Adjusted R-squared: 0.4571
F-statistic: 84.76 on 2 and 197 DF, p-value: < 2.2e-16
-------------------------------------------------------

1. Décrivez le modèle de régression linéaire.

Le modèle : C = β0 + β1 × I + β2 × F + ε où ε ∼ N (0;σ2).

2. Que valent les estimations des paramètres ?

β̂0 ≈ 163, 8 ; β̂1 ≈ 1, 27 ; β̂2 ≈ −0, 07 ; σ̂2 ≈ 221, 92.

3. Quelle part de la variabilité du capital le modèle explique-t-il ?

R2 ≈ 0, 4625. Le modèle linéaire explique 46, 25% de la variabilité du capital.

4. Au seuil de 5%, doit-on rejeter l’hypothèse selon laquelle l’effet de l’investissement est nul ?

H0 : effet nul de l’investissement sur le capital ; H1 : effet non nul de l’investissement.

La p-valeur du test est inférieure à 2× 10−16 ; on rejette H0 au seuil de 5% (l’investissement a un effet non nul sur le
capital).

5. D’après le modèle estimé, quelle serait la valeur moyenne du capital pour les firmes dont la valeur réelle est : 5238, 9
et l’investissement : 342, 9 ?

Capital estimé : Ĉ = 163, 8 + 1, 27× 342, 9− 0, 07× 5238, 9 = 232, 56.
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Exercice 3.
Le jeu de données EuStockMarkets de R indique les prix à la clôture de quatre indices boursiers européens : CAC,

DAX, FTSE, SMI au cours de 1860 jours de bourse.
Ces données sont enregistrées dans : stocks <- as.data.frame(EuStockMarkets), puis les variables sont dé-

tachées par : attach(stocks). Ainsi, les prix sont consignés dans : CAC, DAX, etc.
On souhaite prédire le prix de l’indice helvétique grâce aux trois indices restants.

1. Décrivez le modèle de régression linéaire.

Le modèle : SMI = β0 + β1 ×DAX + β2 × CAC + β3 × FTSE + ε où ε ∼ N (0;σ2).

2. Déterminez une estimation des paramètres du modèle.

attach(stocks) # détache les variables du data.frame.

myreg <- lm(SMI∼DAX+CAC+FTSE) ; summary(myreg) donne :

β̂0 ≈ −1696 ; β̂1 ≈ 0, 73 ; β̂2 ≈ 0, 1 ; β̂3 ≈ 0, 85 ; σ̂2 ≈ 132, 82.

3. Au seuil de 5%, doit-on rejeter : DAX possède un effet nul dans la prédiction de SMI ?

H0 : effet nul de DAX dans la prédiction du prix de SMI ; H1 : effet non nul de DAX.

La p-valeur du test est inférieure à 2× 10−16 ; on rejette H0 au seuil de 5% (DAX a un effet non nul sur la prédiction
du prix de SMI).

4. Quel seuil doit-on adopter pour décider : l’effet de CAC sur la prédiction de SMI est nul ?

H0 : effet nul de CAC dans la prédiction du prix de SMI ; H1 : effet non nul de CAC.

La p-valeur du test est : 2, 16× 10−5 ; on rejette H0 si le seuil est supérieur à 0, 00216%.

5. Quelle part de la variabilité du prix de SMI le modèle linéaire explique-t-il ?

R2 = 0, 9936. Le modèle linéaire explique 99, 36% de la variabilité du prix de SMI.

6. Quel est le prix attendu de SMI lorsque DAX = 1628, CAC = 1860, FTSE = 2870 ?

predict(myreg,new=data.frame(DAX=1628,CAC=1860,FTSE=2870)).

La valeur estimée du prix de SMI : ˆSMI ≈ 2096, 34.

Exercice 4.
Dans les données productivity disponibles sous http://people.stern.nyu.edu/wgreene/Econometrics/

productivity.csva, on prend le pourcentage de chômeurs pour variable à prédire et les autres variables quantitatives
pour prédicteurs.

1. Déterminez les paramètres du modèle de régression linéaire expliquant le pourcentage de chômeurs.

whole = read.table(’http://people.stern.nyu.edu/wgreene/Econometrics/

productivity.csv’,sep=’,’,header=TRUE) # lecture du fichier complet

mydata = whole[,-c(1,2)] # suppression des variables qualitatives (Col. 1 et 2)

attach(mydata) # détache les variables du data.frame

myreg <- lm(UNEMP~EMP+GSP+PC+UTIL+WATER+HWY+P_CAP) # régression linéaire

summary(myreg) # affichage

Le modèle estimé : UNEMP = 5, 978 + 7, 7 × 10−4 × EMP − 8, 0 × 10−5 × GSP + 3, 1 × 10−5 × PC + 5, 2 × UTIL +
5, 2×WATER + 5, 2×HWY− 5, 2× P_CAP + ε où ε ∼ N (0; 2, 1062)

2. Quelle part de la variabilité du pourcentage de chômeurs le modèle explique-t-il ?

R2 ≈ 0, 1187. Le modèle linéaire explique 11, 87% de la variabilité du pourcentage de chômeurs.

aces données sont décrites sur le web, par exemple sous : http://amitgyanani.blogspot.com/2013/03/session-8-panel-data-analysis.html ou dans
le package de plm de R
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3. (a) Au seuil de 5%, doit-on rejeter l’hypothèse selon laquelle l’effet des fonds privés est nul ?
Les fonds privés sont dans la variable P_CAP.
H0 : effet nul de P_CAP ; H1 : effet non nul de P_CAP
summary(myreg) donne la p-valeur du test : 0, 6634. Puisque la p-valeur est supérieure au seuil de significativité,
on ne rejette pas H0 : l’effet des fonds privés sur le pourcentage de chômeurs est nul.

(b) La p valeur du test précédent changerait-t-elle

i. si le chômage était mesuré par un taux ?

UNEMP2=UNEMP/100 # transforme le pourcentage en un taux de chômage

myreg <- lm(UNEMP2~EMP+GSP+PC+UTIL+WATER+HWY+P_CAP) # régression linéaire pour UNEMP2

summary(myreg) # affichage

Dans le test de nullité de l’effet de P_CAP, la p-valeur ne change pas. Plus généralement, l’unité dans laquelle
est mesurée la variable endogène (variable à expliquer) n’influence pas la décision dans le test de nullité de l’effet
d’une covariable.

ii. si les fonds publics étaient mesurés en billion pounds ?

PC2=PC/1000 # transforme les fonds publics en billion pounds

(en supposant que PC les mesure en million pounds)

myreg <- lm(UNEMP~EMP+GSP+PC2+UTIL+WATER+HWY+P_CAP) # régression linéaire sur PC2

summary(myreg) # affichage

Dans le test de nullité de l’effet de P_CAP, la p-valeur ne change pas. Plus généralement, les unités dans lesquelles
sont mesurées les covariables (variables explicatives) n’influencent pas la décision quant à la nullité de l’effet d’une
covariable.

4. Selon le modèle estimé, quel serait le pourcentage de chômeurs dans un état où : P_CAP = 15900, HWY = 7450,
WATER = 1650, UTIL = 6800, PC = 39500, GSP = 29560, EMP = 1050 ?

myreg <- lm(UNEMP~EMP+GSP+PC+UTIL+WATER+HWY+P_CAP)

predict(myreg,new=data.frame(P_CAP=15900,HWY=7450,WATER=1650,UTIL=6800,PC=39500,

GSP=29560,EMP=1050)) # valeur estimée de UNEMP

Le modèle linéaire prédit 6, 8% de chômeurs environ.

Exercice 5.
Table 1 indique le revenu (r) et le montant d’un pourboire (s) observés sur neuf consommateurs.

Revenu (r) 560 130 710 800 940 110 1240 1400 1600
Pourboire (s) 3,7 2,4 3,9 4,1 4,3 2,2 4,6 4,8 5,0

Table 1: Revenu (r) et montant d’un pourboire (s) observés sur neuf consommateurs

1. L’ajustement linéaire de s en r est-il judicieux ?

Le coefficient de détermination de l’ajustement linéaire de s en r est 0, 93 : le modèle linéaire est un bon prédicteur du
pourboire. Cependant, la réprésentation graphique de s en fonction de r montre que le modèle linéaire n’est pas idéal.

2. (a) Déterminez l’équation de D la droite de régression de y = ln(s) en x = ln(r).
La droite de régression de y en x est D : y = 0, 3×x−0, 6. (x̄ ≈ 6, 42 ; ȳ ≈ 1, 32 ; cov(x, y) ≈ 0, 26 ; var(x) ≈ 0, 86).
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Revenu (r) 560 130 710 800 940 110 1240 1400 1600
Pourboire (s) 3,7 2,4 3,9 4,1 4,3 2,2 4,6 4,8 5,0
x = ln(r) 6,3 4,9 6,6 6,7 6,8 4,7 7,1 7,2 7,4
y = ln(s) 1,3 0,9 1,4 1,4 1,5 0,8 1,5 1,6 1,6

Table 2: -

(b) Déduisez-en l’expression analytique du pourboire en fonction du revenu.
D’après la question précédente : ln(s) = 0, 3 × ln(r) − 0, 6 et pour un revenu r la pourboire est estimé par :
s = exp(0, 3× ln(r)− 0, 6) ≈ 0, 55× r0,3.

(c) Quelle est l’élasticité du pourboire par rapport au revenu ?
L’élasticité du pourboire par rapport au revenu est ` = r

s
∂s
∂r = r ∂∂r ln(s). Or ln(s) = 0, 3 × ln(r) − 0, 6. Donc

` = 0, 3. Quand le revenu augmente de 1%, le pourboire augmente de 0, 3% environ.
(d) Quelle est la part de la variance du (log-)pourboire expliquée par le modèle linéaire de y en x ?

Dans le modèle linéaire expliquant le log-pourboire par le log-revenu, le coefficient de détermination vaut 0, 9985.
Ainsi, la variabilité des log-revenus explique 99, 85% de la variabilité des log-pourboires.

Rappels de cours

L’ajustement linéaire cherche à prédire la valeur de y attendue d’une nouvelle valeur de x. Les yi doivent donc être
les valeurs d’une variable à prédire et les xi les valeurs de la variable prédictive. Selon le contexte y est nommée variable
dépendante, variable exogène, variable à expliquer, à prédire, parfois plus simplement la variable ou la réponse ; x quant à
elle est nommée la variable indépendante, la variable endogène, la variable explicative, prédictive ou encore la covariable, le
régresseur.

Si une droite D a pour équation : y = β1x+ β0, alors yi − β0 − β1xi est la déviation verticale entre le point (xi, yi) et D
(voir Figure 1) et

∑n
i=1(yi − β0 − β1xi)

2 mesure l’écart entre l’ensemble des points du nuage et D . La droite D rendant cet
écart minimal a pour pente : β̂1 = cx,y/s

2
x et pour ordonnée à l’origine : β̂0 = ȳ − β̂1x̄ ; on l’appelle la droite d’ajustement

linéaire ou droite des moindres carrés.

De façon équivalente : les réponses estimées grâce à la droite des moindres carrés : ŷi = β̂1xi + β̂0 ont pour moyenne ȳ,
les résidus ε̂i = yi − ŷi ont une moyenne nulle et la droite des moindres carrés passe par le point moyen (x̄, ȳ).

La somme des carrés totaux SCT =
∑n
i=1(yi − ȳ)2 se décompose en la somme des carrés expliqués par le modèle

SCE =
∑n
i=1(ŷi − ȳ)2 et de la somme des carrés résiduels SCR =

∑n
i=1(yi − ŷi)2 : SCT = SCE + SCR.

Le coefficient de détermination R2 = SCE/SCT mesure la qualité de l’ajustement : il est d’autant plus proche de 1 que
les données semblent alignées. R2 représente aussi la proportion de la variance de y expliquée par la droite d’ajustement.
Lorsque R2 = 0.93 par exemple, on dit que la droite d’ajustement explique 93 % de la variabilité de y.

y

x

D : y = β1x
+ β0

•
(xi, yi)

(xi, β1xi + β0)
+

xi

yi − β1xi − β0

Figure 1

Ajustement linéaire, aspects probabilistes

Notations. Tν désigne la loi de Student à ν degrés de liberté, χ2
ν la loi de χ2 à ν degrés de liberté et Fν1;ν2 la loi de

Fisher à ν1 et ν2 degrés de liberté.

Le modèle

Le modèle linéaire s’écrit : yi = β0 + β1xi + εi (i = 1, . . . , n) où ε1, . . . , εn sont des variables aléatoires indépendantes
et distribuées selon ∼ N (0, σ2) ; le paramètre du modèle est constitué de la pente β1, de l’ordonnée à l’origine β0 et de la
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variance σ2 des erreurs εi mais aucune hypothèse n’est formulée quant à la distribution des observations xi. Ainsi, chaque
yi est une variable aléatoire dont la distribution dépend de la valeur xi de la covariable.

Estimation des paramètres

β̂1 = cx,y/s
2
x et β̂0 = ȳ − β̂1x̄ sont les estimateurs de β1 et β0 qui minimisent la somme des carrés des erreurs SCR =∑n

i=1 ε
2
i ; ce sont aussi les estimateurs du maximum de vraisemblance de β1 et β0. Quant à la variance des erreurs, elle est

estimée sans biais avec une variance minimale par : σ̂2 =
∑n
i=1(yi − β̂0 − β̂1xi)

2/(n− 2).

Distributions d’échantillonnage des paramètres estimés

β̂1 est distribuée selon la loi normale de moyenne β1 et de variance vσ2 où v = 1/
∑n
i=1(xi− x̄)2 et β̂0 selon la loi normale

de moyenne β0 et de variance mvσ2/n où m =
∑n
i=1 xi

2. σ̂2 est indépendant de β̂0 et β̂1 ; (n− 2)σ̂2/σ2 est distribuée selon
χ2
n−2.

Tests d’hypothèses

De ce qui précède on déduit que T0 = (β̂0 − β0)/
√
mvσ̂2/n et T1 = (β̂1 − β1)/

√
vσ̂2 sont distribuées selon Tn−2. Ces

deux distributions d’échantillonnage permettent de tester la nullité de β0 ou de β1 : pour i ∈ {0, 1} on rejette l’hypothèse
H0 : βi = 0 au seuil α au profit de H1 : βi 6= 0 lorsque la valeur observée de la statistique |Ti| est supérieure au quantile
d’ordre 1− α/2 de Tn−2.

Lorsque β1 = 0, la statistique F = (n− 2)SCE/SCR est distribuée selon F1,n−2. Ce résultat permet lui aussi de tester
la nullité du paramètre β1 : au seuil α on rejette H0 : β1 = 0 au profit de H1 : β1 6= 0 lorsque F est supérieure au quantile
d’ordre 1− α de F1,n−2.

Prédiction

Notons yn+1 la valeur de la variable expliquée pour une nouvelle valeur xn+1 de la covariable. La valeur attendue de yn+1

est : β0 + β1xn+1 ; on estime cette valeur attendue par β̂0 + β̂1xn+1 et l’intervalle de prédiction de yn+1 au niveau 1− α est
: β̂0 + β̂1xn+1 ± tn−2,1−α/2 ×

√
σ̂2[1 + 1/n+ v(xn+1 − x̄)2].
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