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Chapitre 1 — Outils Mathématiques (pour les Processus Stochastiques) — Travaux Dirigés

Téléchargements.
oR:https://cran.r-project.org/

o Python : https://www.python.org/downloads/

o Maxima : https://maxima.sourceforge.io/download.html

Exercice 1. (suites et séries)

Quelles commandes R et Python permettent de calculer les sommes suivantes :
1. (a) 332, 0,2 % 0,851 (b) 37°90,2 % 0,871 (¢) 3,290,2 0,81 x k.
2. 1/9+1/27+---+1/310

3. Zi():Q apquand : ag=1letVneN, apy1 =0,6 X o, +0,2.

Exercice 2. (suite arithmético-géométrique)

Un signal binaire traverse n composants. Chaque composant le modifie avec probabilité p (0 < p < 1). On note p,, la
probabilité que le signal ne soit pas altéré par la chaine de transmission & n composants ; par convention pg = 1.

1. Montrer que pp+1 = (1 — 2p)p, + p.
2. Exprimer p,, en fonction de n.
3. Déterminer et interpréter la limite de (p,,).

Exercice 3. (calcul matriciel sous Maxima)

0 1/2 1/2 2
A=[1/2 0 1/2];v=|1
1/2 1/2 0 3

1. Déterminer X € #51(R) tel que : AX =V.

2. Déterminer Y € #31(R) tel que : AY = -Y/2.

3. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
4. Calculer A™ pour n € N.

Exercice 4. (variable aléatoire discréte)
On lance trois fois une piéce truquée faisant apparaitre pile avec 30% de chances. X vaut 0 si pile n’apparait jamais au
cours des trois lancers ; sinon X désigne le rang ot pile sort pour la premiére fois.

1. Estimer I’espérance de X par simulation

2. Déterminer la loi de X et calculer E(X).

Exercice 5. (loi de Poisson)

Le nombre de pannes de tramway observées en un jour est distribué selon &(2) sur la ligne A et selon 4(3) sur la ligne
B. Les nombres de pannes sur les deux lignes sont indépendants. Quelles commandes R et Python permettent d’estimer par

simulation la probabilité d’observer demain :
1. au moins quatre pannes sur I’ensemble des deux lignes ?

2. plus de pannes sur la ligne A que sur la ligne B 7

3. au moins une panne aprés midi sur la ligne A si deux pannes sont observées le matin sur cette ligne ?

Exercice 6. (loi géométrique)

1. Montrer que si X ~ ¥(p) si et seulement si: ¥n € N: P(X > n) = (1 —p)™.
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2. Quelle est la loi de Z = min{X,Y} quand X ~ ¥(p) et Y ~ ¥(q) sont indépendantes.

Chaque seconde un serveur regoit la méme requéte de deux clients distincts jusqu’a accepter I'une des requétes. Le serveur
accepte une requéte avec 20% de chances si elle provient du premier client et 30% de chances si elle provient du second client.

3. Avec quelle probabilité le processus de requéte est-il terminé en trois secondes au plus ?

Exercice 7. (loi exponentielle)

Une population compte 60% d’hommes et 40% de femmes. La durée de vie d’'un homme est distribuée selon &(1/80),
celle d’une femme selon &(1/100).

1. Quel est la durée de vie moyenne dans la population ?

2. Quelle proportion de la population atteint 60 ans ?

On observe deux jumeaux : un gargon et une fille & partir de leur naissance.

3. Aprés combien de temps attend-on un premier décés parmi les deux jumeaux ?

Exercice 8. (premiére chaine de Markov)

M. Li participe a un jeu : on lui pose successivement plusieurs questions ; il gagne un euro & chaque réponse juste mais
perd tous ses gains quand une réponse est fausse. Quelle que soit la question, la réponse de M. Li est juste avec 80% de
chances ou fausse avec 20% de chances. X,, est la fortune de M. Li aprés la question n ; sa fortune initiale est : Xy = 0.

1. (a) Ecrire un script R ou Python permettant de simuler une réalisation de Xs.
(b) Déterminer par simulation une valeur approchée de E(X5).
2. (a) Déterminer la loi de X7.

(¢) Montrer que pour n € N\{0} et k € [1;n], P(X,, = k) = 0,8 x P(X,,—1 =k — 1).
(d) En déduire : pour n € N\{0}, E(X,,) =0,8 x (14 E(X,,—1)) et déterminer E(X,,) en fonction de n.

)
)
(a)
(b) Déterminer le support de X,.
)
)
(e) Quelle est la valeur exacte de F(X5) ?




