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UE : 4TYE808EX. Prof : A. Lourme. Date : 25/04/2023. Heure : 09h00. Durée : 90 mins.
Sont autorisés : une feuille A4 recto verso au contenu libre, l’usage d’un ordinateur et de logiciels de
mathématiques ; sont interdits : l’usage de téléphones, les échanges par email.

Exercice 1. (10 pts)

Un système informatique est mis en fonction à 0h. Or, ce système subit des pannes selon un Processus de Poisson
de densité λ = 0, 5 pannes/heure. Sk désigne le temps d’attente de la ke panne, Tk l’espacement entre les pannes k−1
et k, N(t) le nombre de pannes entre 0h et t heures.

1. Déterminer la probabilité d’observer :

(a) une seule panne entre 0h et 2h.
(b) une seule panne entre 0h et 2h et trois pannes au plus entre 0h et 5h.
(c) une panne au moins entre 0h et 2h et deux pannes au plus entre 0h et 5h.

2. Avec quelle probabilité :

(a) la seconde panne survient-elle avant 3h ?
(b) la troisième panne survient-elle après 4h ?
(c) la seconde panne survient-elle avant 3h et la troisième panne après 4h ?

3. Calculer ou estimer :

(a) P(S2 ≤ 1)

(b) P(T3 > 2)

(c) P(S2 ≤ 1, T3 > 2)

(d) le nombre de pannes attendu entre 0h et 3h.

Exercice 2. (10 pts)

Une compagnie d’assurance classe les clients selon trois catégories (ou états) de fiabilité : 1, 2, 3. La catégorie d’un
client après n années : Xn définit une chaîne de Markov homogène dont la matrice de transition en une étape est :

P =

 1 0 0
0, 2 0, 3 0, 5
0, 4 0, 4 0, 2

 .

On note Tk = inf{i ≥ 1;Xi = k} le premier instant (à partir de l’instant 1) auquel on parvient dans l’état k.

1. Tracer le graphe de transition en une étape de la chaîne de Markov.

2. Cette chaîne est-elle irréductible ?

3. Déterminer P(T1 = 2|X0 = 3).

4. Déterminer la matrice de transition en n étapes.

5. (a) Montrer que l’état 1 est récurrent.
(b) Interpréter ce résultat.

6. (a) Montrer que l’état 2 est transitoire.
(b) Interpréter ce résultat

7. L’état 3 est-il récurrent ou transitoire ?

8. (a) L’état 1 est-il positif ou nul ?
(b) Que vaut E(T1|X0 = 1) ?

9. Que vaut E(T2|X0 = 2) ?

10. (Xn) admet-elle une distribution stationnaire ?
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