Université de Bordeaux - Collége Sciences & Technologies - Master 1 MIAGE - Processus Stochastiques - Printemps 2024

Chapitre 1 — Outils Mathématiques (pour les Processus Stochastiques) — L’essentiel du cours

Téléchargements

oR:https://cran.r-project.org/

o Python : https://www.python.org/downloads/

o Maxima : https://maxima.sourceforge.io/download.html

Suites sous R et sous Python

o Suite arithmético-géométrique

Une suite (uy,) est arithmético-géomeétrique s'il existe a, 8 € R tels que pour tout n : u,11 = o X u, + B.
Sia#lalors: u, =8/(1—a)+a” x (ug—B/(1—a))=6/(1-a)+a"tx (u — B/(1—a)).

o Somme des termes consécutifs sur un exemple

(up) est définie par ug =1 et Vn € N\{0} : upy1 = 0,5 X u,, + 1.

(i) Son terme général est : u, =2 — 0,571
(

1) La somme des termes du rang 3 au rang 7 est : 2223 up = 2223(2 — 0,5k 1) = 22232 — Zzzg 0,581 =
5x 230 0,5 =10-0,5% x (1 —0,5%)/(1 —0,5) =10 — 0,5 x (1 — 0,5%) ~ 9,52,

Si 'on connait (i), la somme (i) peut étre obtenue sous R : sum (2-0.5” ((3:7)-1)) ou sous Python :
sum([2-0.5%* (k-1) for k in range(3,8)]).

Si 'on ne connait pas (i), la somme (i) peut-étre obtenue par calcul itératif des termes de (uy,).

Code R : Code Python :
u=1;n=1;S5=0 u=1;n=1;S5=0
for(i in 1:6) { for i in range(1l,7):
n=n+1 n=n+1
u=0.5~u+l u=0.5~u+l
if (n>=3) {S=S+u}} if n>=3:

S=S+u

Calcul matriciel sous Maxima

=% 0)e=( )

o Produit de matrices

11 15

Le produit A x B = <14 18

> s’obtient par : A:matrix ([1,1],[-2,4]);B:matrix ([5,7]1,1[6,8]);A.B;

o Inverse d’une matrice

L’inverse de A est A= = (1/6) x (4 _1) ; elle s’obtient par : invert (A) ;

2 1

o Systéme d’équation

Le Systéme d’équations : S : {x +y = 6; —2z + 4y = 12} équivaut a :

(2 ) 0) = () o ()= () () == () = ()
Sous Maxima, il se résout par : invert (A) .matrix ([6], [12]);

o Valeurs propres, vecteurs propres

A € R est valeur propre de A s'il existe u € R2\{(0;0)'} tel que : Au = Au. u est alors un vecteur propre de A associé a
la valeur propre A.

La commande : eigenvectors (A); donne: [[[3,2], (1,111, [([1,211,0[1,11111.
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Interprétation : A posséde deux valeurs propres : 3 et 2 ; chacune de ces valeurs propres a pour multiplicité 1. (1,2)" est
un vecteur propre de A associé a la valeur propre 3 et (1,1)" est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 2.

o Diagonalisation

Diagonaliser A consiste & trouver une matrice diagonale D € .#5 2(R) et une matrice inversible @ € .#5 2(R) telles que
: A= QDQ ! ou de facon équivalente : D = Q7 'AQ. Q est une matrice de passage et D une matrice semblable & A. Les
matrices D et () quand elles existent sont fournies par les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

D= (g g) : matrice diagonale ol chaque valeur propre de A apparait autant de fois que l'indique sa multiplicité.

11 . "
Q= <2 1> : matrice formée en colonnes de vecteurs propres de A dans 'ordre d’apparition des valeurs propres de D.

On peut vérifier sous Maxima A = QDQ~': Q:matrix ([1,1],[2,1]);D:matrix([3,0],[0,2]);Q.D.invert (Q);
o Puissance d’une matrice

Pour tout n € N: A® = QD"Q~'. Pour calculer A" sous Maxima : Q.D"n.invert (Q) ;.

Sortie Maxima Interprétation :
[ n + 1 n n n ]
[ 2 - 3 3 - 2 ] A — —3n 4 2n+1 3n _ 9n
[ ] T \—2x 342t 2x 30— 2
[ n + 1 n n n ]
[ 2 -2 3 23 -2 ]
Probabilités

o Loi de Poisson

Une variable aléatoire discréte suit une loi de Poisson de paramétre A (A > 0) si son support est N et ¥n € N :
P(X =k) = e *X¢/k! ; on note X ~ Z2()). Son espérance est E(X) = ) et sa variance V(X) = \.

o Loi géométrique

Une variable aléatoire discréte suit une loi géométrique de parameétre o (0 < o < 1) si son support est N\{0} et ¥n € N\{0}
:P(X =k)=(1-a)* ! xa;onnote X ~%(a). Son espérance est F(X) = 1/« et sa variance V(X) = (1 — a)/a?.

o Loi exponentielle

Une variable aléatoire continue suit une loi exponentielle de paramétre A (A > 0) si elle admet pour densité fx (x) = Ae™*
siz >0 ; 0sinon. On note X ~ &(\). Sa fonction de répartition est Fx () = P(X <z)=1—e " si x > 0 ; 0 sinon. Son
espérance est E(X) = 1/ et sa variance V (X) = 1/A2.

o Loi gamma

Une variable aléatoire continue suit une loi gamma de paramétres n (n € N\{0}) et A (A > 0) si elle admet pour densité
fx(x) = A"z e /(n — 1)! six > 0 ; 0 sinon. On note X ~ I'(n; \). E(X)=n/Aet V(X)=n/\2

o Commandes R

loi de X fonction de probabilité en 2 fonction de répartition en 2 simuler 10 observations
X ~ 2(3) dpois (2, 3) ppois (2, 3) rpois (10, 3)
X ~9(0,4) dgeom (2-1,0.4) pgeom (2-1,0.4) rgeom(10,0.4)+1

X ~&M@)  dexp(2,4) pexp(2,4) rexp(10,4)
X ~T(3;1,5) dgamma(2,3,1.5) pgamma (2,3,1.5) rgamma (10,3,1.5)

o Commandes Python

from scipy.stats import poisson, geom, expon, gamma

loi de X fonction de probabilité en 2 fonction de répartition en 2
X ~ Z(3) poisson.pmf (2, 3) poisson.cdf (2, 3)
X ~%9(0,4) geom.pmf (2,0.4) geom.cdf (2,0.4)
"X ~&@A)  expon.pdf(2,loc=0,scale=1/4.0)  expon.cdf (2,loc=0,scale=1/4.0)

X ~T(3;1,5) gamma.pdf(2,3,loc=0,scale=1/1.5) gamma.cdf(2,3,0,scale=1/1.5)




lot de X stmuler 10 observations

X ~ 2(3) poisson.rvs (3, size=10)
X ~%9(0,4) geom.rvs (0.4, size=10)
X ~&(4) expon.rvs (loc=0,scale=1/4.0,size=10)

X ~T(3;1,5) gamma.rvs(3,loc=0,scale=1/1.5,size=10)




