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TD 3 – Variables aléatoires à densité

Exercice 1. (loi continue quelconque)

Le temps d’attente du métro à la station Gaîté est distribué selon une loi absolument continue dont la densité est
définie par : fpxq “ p40´ 8xq{100 si 0 ď x ď 5 et fpxq “ 0 sinon.

1. Avec quelle probabilité attend-on le métro :
(a) deux minutes au plus ? (b) deux minutes au moins ? (c) entre une et deux minutes ?

(a) X : attente à la station Gaîté, en minutes. On cherche PpX ď 2q.

PpX ď 2q “
ş2

´8
fpxqdx “

ş0

´8
fpxqdx `

ş2

0
fpxqdx “

ş0

´8
0dx `

ş2

0
p0, 4 ´ 0, 08xqdx

p˚q
“ r0, 4x ´ 0, 04x2s20 “

p0, 4ˆ 2´ 0, 04ˆ 22q ´ p0, 4ˆ 0´ 0, 04ˆ 02q “ 0, 64.

Le calcul p˚q peut aussi être effectué :

- avec la fonction integrate de R :

f = function(x){(40-8*x)/100} ; integrate(f,0,2)

- par interprétation graphique :

f est affine ; la probabilité à calculer est l’aire du trapèze OABC (Fig. 1).
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Ainsi : PpX ď 2q “ pOC `ABq ˆOA{2 “ p0, 4` 0, 24q ˆ 2{2 “ 0, 64.

Dans 64% des cas, un usager attendra deux minutes au plus à la station Gaîté.

(b) PpX ě 2q “ 1´ PpX ă 2q
p˚˚q
“ 1´ PpX ď 2q “ 1´ 0, 64 “ 0, 36.

p˚˚q car X est une variable à densité.

(c) Pp1 ď X ď 2q “
ş2

1
fpxqdx “ 0, 28.

Un usager a 28% de chances d’attendre d’une à deux minutes à la station Gaîté.

2. Déterminez et interprétez le quantile d’ordre 0, 96 du temps d’attente.

Le quantile d’ordre 0, 96 est la durée q en deçà de laquelle se situe l’attente dans 96% des cas ; c’est la valeur
à laquelle X est inférieure ou égale avec probabilité 0, 96 : PpX ď qq “ 0, 96 ;

şq

0
fpxqdx “ 0, 96 ;

şq

0
p0, 4 ´

0, 08xqdx “ 0, 96 ; r0, 4x´0, 04x2sq0 “ 0, 96 ; 0, 4q´0, 04q2 “ 0, 96 ; 4q2´40q`96 “ 0 ; q P t4; 6u. Or, 0 ď q ď 5
; donc, q “ 4. Le quantile d’ordre 0, 96 de X vaut 4 (Fig. 2) ; la durée d’attente à la station Gaîté est inférieure
ou égale à quatre minutes dans 96% des cas.
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3. Que valent l’espérance et la variance du temps d’attente ?

EpXq “
ş

R x ˆ fpxqdx “
ş0

´8
x ˆ 0dx `

ş5

0
x ˆ p0, 4 ´ 0, 08xqdx `

ş`8

5
x ˆ 0dx “

ş5

0
p0, 4x ´ 0, 08x2qdx “

r0, 2x2 ´ 0, 08x3{3s50 “ p0, 2ˆ 52 ´ 0, 08ˆ 53{3q ´ p0, 2ˆ 02 ´ 0, 08ˆ 03{3qq “ 5{3

EpX2q “
ş

R x
2 ˆ fpxqdx “

ş0

´8
x2 ˆ 0dx `

ş5

0
x2 ˆ p0, 4 ´ 0, 08xqdx `

ş`8

5
x2 ˆ 0dx “

ş5

0
p0, 4x2 ´ 0, 08x3qdx “

r0, 4x3{3´ 0, 08x4{4s50 “ p0, 4ˆ 53{3´ 0, 08ˆ 54{4q ´ p0, 4ˆ 03{3´ 0, 08ˆ 04{4qq “ 25{6

V pXq “ EpX2q ´ EpXq2 “ 25{18

Exercice 2. (lois continues usuelles sous R)

Complétez le tableau suivant en vous aidant du logiciel R.
PpX ď 2q “? PpX ď?q “ 0, 8

loi de X nom commande sous R valeur commande sous R valeur
U r1; 5s uniforme continue entre 1 et 5 punif(2,1,5) “ 0, 25 qunif(0.8,1,5) “ 4, 2

E p1q exponentielle de paramètre 1 pexp(2,1) « 0, 86 qexp(0.8,1) « 1, 61

N p3; 16q normale, moy. 3, écart-type 4 pnorm(2,3,sqrt(16)) « 0, 40 qnorm(0.8,3,sqrt(16)) « 6, 37

T9 Student à 9 ddl pt(2,9) « 0, 96 qt(0.8,9) « 0, 88

χ2
6 χ2 à 6 ddl pchisq(2,6) « 0, 08 qchisq(0.8,6) « 8, 56

Exercice 3. (loi uniforme continue)

Le temps d’attente (en minutes) de la hotline MoldyPhone est distribué selon une loi uniforme entre 0 et 5.
X : temps d’attente sur la hotline MoldyPhone. X „ Ur0;5s.

1. Quel est la durée d’attente moyenne ? Et la variance du temps d’attente ?

EpXq “ p0` 5q{2 “ 2, 5. On attend 2, 5 minutes en moyenne quand on appelle la hotline.

V pXq “ p5´ 0q2{12 “ 25{12.

2. Avec quelle probabilité attend-on : (a) au plus trois minutes ? (b) de deux à trois minutes ?

(a) PpX ď 3q “ p3´0q{p5´0q “ 0, 6 (R : punif(3,0,5)). On a 60% de chances d’attendre trois mins au plus.

(b) Pp2 ď X ď 3q “ p3´ 2q{p5´ 0q “ 0, 2. On a 20% de chances d’attendre de deux à trois minutes.

3. Déterminez et interprétez le quantile d’ordre 0, 8 du temps d’attente.

PpX ď qq “ 0, 8 ; pq ´ 0q{p5´ 0q “ 0, 8 ; q “ 4 (R : qunif(0.8,0,5)). Le quantile d’ordre 0, 8 de X vaut 4 :
on a 80% de chances d’attendre quatre minutes au plus.

Exercice 4. (loi exponentielle)

La durée de vie (en années) d’une tortue est distribuée selon une loi exponentielle de paramètre : 0, 01.
X : durée de vie d’une tortue, en années. X „ E p0, 01q.

1. Quelle est la durée de vie moyenne d’une tortue ? Et la variance des durées de vie ?

EpXq “ 1{0, 01 “ 100. Une tortue vit cent ans en moyenne.

V pXq “ 1{0.012 “ 104. La variance de la durée de vie d’une tortue est 10000 années au carré.
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2. Avec quelle probabilité une tortue vit-elle : (a) cent ans au plus (b) entre cent et cent-dix ans ?

(a) PpX ď 100q “ 1 ´ expp´0.01 ˆ 100q « 0, 63 (R : 1-pexp(100,0.01)). Une tortue a 63% de chances de
vivre cent ans au plus.

(b) Pp100 ď X ď 110q “ PpX ď 110q ´ PpX ă 100q
cont
“ PpX ď 110q ´ PpX ď 100q “ r1´ expp´0.01ˆ 110qs ´

r1´ expp´0.01ˆ 100qs « 0, 035 (R : pexp(110,0.01)-pexp(100,0.01)). Une tortue a 3, 5% de chances de
mourir entre cent et cent-dix ans.

3. Déterminez et interprétez le quantile d’ordre 0, 6 de la durée de vie d’une tortue.

PpX ď qq “ 0, 6 ; 1´ expp´0, 01ˆ qq “ 0, 6 ; q “ ´ lnp0, 4q{0, 01 « 91, 6 (R : qexp(0.6,0.01)). Le quantile
d’ordre 0, 6 de la durée de vie d’une tortue est environ 91, 6 ans ; 60% des tortues vivent 91, 6 ans au plus.

Exercice 5. (loi normale : probabilités et quantiles)

1. Déterminez :

(a) PpN p4; 9q ď 5q (b) PpN p5; 16q ě 9q (c) PpN p3; 1q ď 2q (d) PpN p3; 9q ě 0q (e) Pp3 ď N p4; 9q ď 5q.

(a) Jusqu’à L2

X „ N p4; 9q ; PpX ď 5q
cent.
“ PpX ´ 4 ď 5 ´ 4q

red.
“ PppX ´ 4q{

?
9 ď p5 ´ 4q{

?
9q “ PppX ´ 4q{3 ď 1{3q “

PpN p0; 1q ď 1{3q “ φp1{3q
table
« 0, 63.

A partir de L3

PpN p4; 9q ď 5q “ φpp5´ 4q{
?
9q “ φp1{3q

˚
« 0, 63. p˚q s’obtient sous R : pnorm(1/3).

PpN p4; 9q ď 5q s’obtient plus rapidement encore sous R par : pnorm(5,4,sqrt(9)).

(b) PpN p5; 16q ě 9q “ 1´ φpp9´ 5q{
?
16q “ 1´ φp1q « 0, 16.

(c) PpN p3; 1q ď 2q “ φpp2´ 3q{
?
1q “ φp´1q “ 1´ φp1q « 0, 16.

(d) PpN p3; 9q ě 0q “ 1´ φpp0´ 3q{
?
9q “ 1´ φp´1q “ 1´ p1´ φp1qq “ φp1q « 0, 84.

(e) Pp3 ď N p4; 9q ď 5q “ φpp5´4q{
?
9q´φpp3´4q{

?
9q “ φp1{3q´φp´1{3q “ 2φp1{3q´1 « 2ˆ0, 63´1 “ 0, 26.

2. Déterminez le quantile :

(a) d’ordre 0, 8 de N p0; 1q (b) d’ordre 0, 6 de N p2; 9q (c) d’ordre 0, 4 de N p7; 16q (d) d’ordre 0, 2 de N p10; 25q.

(a) φ´1p0, 8q « 0, 84. Sous R : qnorm(0.8).

(b) On cherche le quantile d’ordre 0, 6 de X „ N p2; 9q.

Méthode détaillée. PpX ď qq “ 0, 6 ; φppq ´ 2q{
?
9q “ 0, 6 ; pq ´ 2q{3 “ φ´1p0, 6q ; q “ 2 ` 3 ˆ φ´1p0, 6q «

2` 3ˆ 0, 25 “ 2, 75.

Méthode raccourcie. Le quantile d’ordre α de N pµ;σ2q est : µ`σˆφ´1pαq. Le quantile d’ordre 0, 6 de N p2, 9q
est donc : 2` 3ˆ φ´1p0, 6q et φ´1p0, 6q s’obtient sous R par : qnorm(0.6).

Méthode encore raccourcie. Le quantile d’ordre 0, 6 de N p2; 9q s’obtient directement sous R : qnorm(0.6,2,sqrt(9)).

(c) Le quantile d’ordre 0, 4 de N p7; 16q est : q “ 7` 4ˆ φ´1p0, 4q « 6, 0.

(d) Le quantile d’ordre 0, 2 de N p10; 25q est : q “ 10` 5ˆ φ´1p0, 2q « 5, 79.

Exercice 6. (loi normale)

La durée de course (en heures) d’un marathonien est distribuée selon N p3; 0, 64q.
Durée de la course, en heures, d’un marathonien choisi au hasard. X „ N p3; 0, 64q.

1. Quelle proportion des marathoniens termine la course en moins de deux heures et demie ?

PpX ď 2, 5q “ φpp2, 5´ 3, 0q{
?
0, 64q “ φp´0, 625q « 0, 27. 27% des coureurs terminent la course en deux heures

et demie au plus.

2. Avec quelle probabilité faudra-t-il de deux à trois heures pour terminer la course ?

Pp2 ď X ď 3q “ φpp3, 0 ´ 3, 0q{
?
0, 64q ´ φpp2, 0 ´ 3, 0q{

?
0, 64q “ φp0q ´ φp´1, 25q « 1{2 ´ 0, 11 “ 0, 39. 39%

des coureurs mettent entre deux et trois heures pour terminer la course.

3. A quel instant 90% des marathoniens ont-ils terminé la course ?

Le quantile d’ordre 0, 9 de la loi N p3; 0, 64q est q “ 3`
?
0, 64ˆ φ´1p0, 9q « 3` 0, 8ˆ 1, 28 “ 4, 024. 90% des

coureurs ont terminé la course après quatre heures et une minute environ.
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Exercice 7. (additivité de la loi normale)

La boîte de couscous Casse Grain se compose : d’un sachet de semoule dont la masse (en grammes) est distribuée
selon N p50; 9q et d’une conserve de garniture dont la masse (en grammes) est distribuée selon N p100; 16q.

X : masse (en grammes) d’un sachet de semoule. X „ N p50; 9q. Y : masse (en grammes) d’une conserve de
garniture. Y „ N p100; 16q. On suppose X et Y indépendantes.

1. Selon quelle loi de probabilité la masse d’une boîte de couscous est-elle distribuée ?

Z “ X ` Y : la masse d’une boîte de couscous. Puisque X et Y sont indépendantes, Z est distribuée selon la
loi normale de moyenne : 50` 100 “ 150 et de variance : 9` 16 “ 25.

2. Avec quelle probabilité la masse d’une boîte de couscous est-elle comprise entre 145 et 155 grammes ?

Pp145 ď Z ď 155q “ Pp145 ď N p150; 25q ď 155q “ φpp155´ 150q{
?
25q´φpp145´ 150q{

?
25q “ φp1q´φp´1q “

2ˆ φp1q ´ 1 « 0, 68. 68% des boites de couscous ont une masse comprise entre 145 et 155 grammes.

3. A quelle valeur la masse des boîtes de couscous est-elle supérieure dans 80% des cas ?

La valeur à laquelle la masse des boîtes est supérieure dans 80% des cas est la valeur à laquelle la masse des
boîtes est inférieure dans 20% des cas. Le quantile d’ordre 0, 2 de N p150; 25q est : 150 `

?
25 ˆ φ´1p0.2q «

150` 5ˆ p´0, 84q “ 145, 8. 80% des boîtes ont une masse supérieure à 145, 8 grammes.

Exercice 8. (loi normale, détermination d’un paramètre)

Dans 20% des stations-service, le prix au litre d’essence est inférieur à 1, 40 e. Or ce prix est distribué selon une
loi normale d’écart-type : 0, 1 e.

1. Que vaut le prix moyen du litre d’essence ?

X : le prix (en euros) du litre d’essence dans une station service choisie au hasard. X „ N pµ; 0, 01q.

PpX ď 1, 40q “ 0, 2 ; φpp1, 40´ µq{0, 1q “ 0, 2 ; p1, 40´ µq{0, 1 “ φ´1p0, 2q ; µ “ 1, 40´ 0, 1ˆ φ´1p0, 2q « 1, 48.

2. Quelle proportion des stations-service applique un prix supérieur à 1, 60 e ?

X „ N p1, 48; 0, 01q.

PpX ą 1, 60q “ 1 ´ φpp1, 60 ´ 1, 48q{
?
0, 01q “ 1 ´ φp1, 2q « 0, 115. 11, 5% des stations présentent un prix du

litre d’essence supérieur à 1, 60 euros.
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