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TD 1 – Rappels de probabilités

Exercice 1. (calcul de probabilité et choix de modèle)
On lance un dé à six faces numérotées de 1 à 6. On note A l’événement : le numéro de la face apparente est

inférieur ou égal à 3 et B : le numéro de la face apparente est impair.

1. Déterminez la probabilité de A dans chacun des cas suivants.

(a) Le dé est équilibré.

(b) La probabilité d’apparition d’une face est proportionnelle à son numéro.

(c) La probabilité d’apparition d’une face est inversement proportionnelle à son numéro.

A est composé de trois événements élémentaires : faire apparaître 1 ou 2 ou 3. Donc : PpAq “ Ppt1, 2, 3uq “
Ppt1uq ` Ppt2uq ` Ppt3uq. D’un cas à l’autre, seule change la loi de probabilité de la face apparente.

(a)

face apparente 1 2 3 4 5 6
probabilité 1{6 1{6 1{6 1{6 1{6 1{6

PpAq “ Ppt1, 2, 3uq “ Ppt1uq ` Ppt2uq ` Ppt3uq “ 3ˆ 1{6 “ 1{2.

(b)

face apparente 1 2 3 4 5 6
probabilité 1α 2α 3α 4α 5α 6α

La somme des probabilités des événements élémentaires vaut 1 :
ř6

k“1 kα “ 1 et α “ 1{21.

PpAq “ Ppt1, 2, 3uq “ Ppt1uq ` Ppt2uq ` Ppt3uq “ 1{21` 2{21` 3{21 “ 2{7.

(c)

face apparente 1 2 3 4 5 6
probabilité β{1 β{2 β{3 β{4 β{5 β{6

La somme des probabilités des événements élémentaires vaut 1 :
ř6

k“1 β{k “ 1 et β “ 20{49.

PpAq “ Ppt1, 2, 3uq “ Ppt1uq ` Ppt2uq ` Ppt3uq “
ř3

k“1p20{49q{k “ 110{147.

2. Déterminez la probabilité de AXB sous l’hypothèse (a)

AXB : obtenir un nombre impair valant au plus 3. PpAXBq “ Ppt1, 3uq “ Ppt1uq ` Ppt3uq “
paq

1{6` 1{6 “ 1{3

3. Sur cent lancers on observe vingt fois le numéro 1. Quelle hypothèse : (a), (b), (c) est la plus vraisemblable ?

Ppobservations|hypothèse aq “
`

100
20

˘

p1{6q20p5{6q80 « 0, 07

Ppobservations|hypothèse bq “
`

100
20

˘

p1{21q20p20{21q80 « 3, 9ˆ 10´8

Ppobservations|hypothèse cq “
`

100
20

˘

p20{49q20p29{49q80 « 5, 3ˆ 10´6

Si aucune hypothèse n’est privilégiée a priori, l’hypothèse la plus vraisemblable est (a).

Nota Bene. La valeur de PpAq dépend de la loi de probabilité sur la face apparente (modèle). Mais le calcul de
PpAq reste le même quel que soit le modèle. Ainsi, on peut associer des valeurs distinctes à la probabilité d’un même
événement sans pour autant commettre une erreur de calcul ; cela arrive en particulier lorsque les modèles postulés
sont différents. En l’absence de données expérimentales, le choix d’un modèle est arbitraire. Mais quand on dispose
d’observations comme dans la question 3., deux modèles concurrents peuvent être comparés en les confrontant aux
données d’expérience.

Pour aller plus loin. Ne privilégier aucune des hypothèses (a), (b), (c) revient à postuler a priori qu’elles sont
équiprobables : Ppaq “ Ppbq “ Ppcq “ 1{3. Puisqu’on dispose (question 3) de la probabilité des observations sous
chacune des hypothèses, il est possible d’en déduire la probabilité de chaque hypothèse conditionnellement aux obser-
vations :

Pphypothèse|observationsq “ Ppobservations|hypothèseq ˆ Pphypothèseq{Ppobservationsq (1)
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Le dénominateur de (1) de dépend pas de l’hypothèse. Puisque a, b, c sont équiprobables, l’hypothèse pour laquelle
Pphypothèse|observationsq est la plus grande est aussi celle pour laquelle Ppobservations|hypothèseq est la plus grande.
Pour cette raison, les données d’observation incitent à privilégier l’hypothèse a sur les deux hypothèses concurrentes.

Déterminer la probabilité d’un modèle contionnellement aux observations en définissant une loi de probabilité du
couple : observations ˆ modèle est la base des méthodes Bayésiennes permettant, en statistique décisionnelle, de
choisir un modèle/une hypothèse/un scénario.

Exercice 2. (dénombrement et probabilités)
On tire trois cartes d’un jeu de trente-deux cartes.

1. Combien de tirages différents dénombre-t-on si les trois cartes sont tirées : (a) successivement avec remise (b)
successivement sans remise (c) simultanément (d) simultanément, mais remises toutes les trois en jeu quand le
tirage comporte exactement un trèfle.

(a) Trente-deux cartes peuvent être tirées en position 1, trente-deux cartes en position 2 et trente-deux cartes
en position 3. Comme les choix se combinent, il existe 323 “ 32768 tirages successifs avec remise.

(b) Trente-deux cartes peuvent être tirées en position 1, trente-et-une cartes en position 2 et trente cartes en
position 3. Comme les choix se combinent, il existe 32ˆ 31ˆ 30 “ 29760 tirages successifs avec remise.

On peut aussi raisonner ainsi : tirer trois cartes parmi trente deux, successivement et sans remise, revient à les
tirer simultanément puis à les arranger. Le nombre d’arrangements de trois cartes prises parmi trente-deux est :
A3

32 “ 32!{29! “ 29760.

(c) Le nombre de tirages de trois cartes parmi trente-deux, simultanément, est :
`

32
3

˘

“ 32!{p3!ˆ 29!q “ 4960.

(d) On tire trois cartes parmi trente-deux, simultanément.

Nombre de tirages possibles :
`

32
3

˘

.

Nombre de tirages comportant exactement un trèfle :
`

8
1

˘

ˆ
`

24
2

˘

. En effet, on combine le nombre de choix d’un
trèfle parmi huit :

`

8
1

˘

avec le nombre de choix de deux cartes dans les trois autres couleurs :
`

24
2

˘

.

Ainsi, le nombre de choix simultanés de trois cartes parmi trente deux excluant les tirages où apparait un trèfle
exactement est :

`

32
3

˘

´
`

8
1

˘

ˆ
`

24
2

˘

“ 32!{p29!ˆ 3!q ´ r8!{p7!ˆ 1!qs ˆ r24!{p22!ˆ 2!qs “ 2752.

2. Quelle est la probabilité de tirer trois cartes de couleurs différentes dans chacun des cas (a), (b), (c) ?

(a) Nombre de choix de trois cartes parmi trente-deux, successivement avec remise : 32ˆ 32ˆ 32

Nombre de choix de trois cartes de couleurs différentes : 32ˆ 24ˆ 16

La probabilité de tirer trois cartes de couleurs différentes est : p32ˆ 24ˆ 16q{p32ˆ 32ˆ 32q

(b) Nombre de choix de trois cartes parmi trente-deux, successivement sans remise : 32ˆ 31ˆ 30

Nombre de choix de trois cartes de couleurs différentes : 32ˆ 24ˆ 16

La probabilité de tirer trois cartes de couleurs différentes est : p32ˆ 24ˆ 16q{p32ˆ 31ˆ 30q

(c) Nombre de choix de trois cartes parmi trente-deux, simultanément :
`

32
3

˘

Nombre de choix de trois couleurs parmi quatre :
`

4
3

˘

Nombre de choix d’une valeur dans chaque couleur :
`

8
1

˘

La probabilité de tirer trois cartes de couleurs différentes est :
`

4
3

˘

ˆ
`

8
1

˘3
{
`

32
3

˘

“ 4ˆ 83{4960

Exercice 3. (diagramme de Venn et formule du crible)
Un groupe compte 50% d’amateurs de thé, 60% d’amateurs de café et 20% de ses membres aiment les deux.

1. Avec quelle probabilité un sujet choisi au hasard apprécie-t-il : (a) l’une des deux boissons ? (b) aucune des
deux boissons ? (c) le thé sachant qu’il aime le café ? (d) le café sachant qu’il aime le thé ?

A : le sujet choisi aime le thé ; B : le sujet choisi aime le café.

(a) PpAYBq “
crible

PpAq ` PpBq ´ PpAXBq “ 0, 5` 0, 6´ 0, 2 “ 0, 9. Ainsi, 90% des sujets apprécient au moins
l’une des deux boissons.

(b) PpĞAYBq “ 1´ PpAYBq “ 1´ 0, 9 “ 0, 1. Ainsi, 10% des sujets n’apprécient aucune des deux boissons.

(c) PpA|Bq “ PpAXBq{PpBq “ 0, 2{0, 6 “ 1{3. Un tiers des amateurs de café aiment aussi le thé.

(d) PpB|Aq “ PpB XAq{PpAq “ 0, 2{0, 5 “ 0, 4. 40% des amateurs de thé aiment aussi le café.

2. Est-il incompatible d’aimer le thé et le café ?

PpAXBq ‰ 0. Il n’est pas incompatible d’aimer le thé et le café.
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3. Apprécie-t-on indépendamment le thé et le café ?

PpA X Bq “ 0, 2 ; PpAq ˆ PpBq “ 0, 5 ˆ 0, 6 “ 0, 3 ; PpA X Bq ‰ PpAq ˆ PpBq. Ainsi, A et B ne sont pas
indépendants.

Exercice 4. (conditionnemment et indépendance)
Le tableau suivant indique la répartition de cent personnes selon le genre et la préférence entre thé et café.

préférence
Thé Café

genre Homme 25 15
Femme 30 30

1. Avec quelle probabilité préfére-t-on le thé quand on est un homme ?

PpT |Hq “ 25{p25` 15q “ 0, 625. 62, 5% des hommes préfèrent le thé au café.

2. Avec quelle probabilité un sujet préférant le thé est-il un homme ?

PpH|T q “ 25{p25` 30q “ 25{55 « 0, 455. 45, 5% des sujets préfèrant le thé sont des hommes.

3. Avec quelle probabilité un sujet est-il un homme préférant le thé ?

PpH X T q “ 25{100 “ 0, 25. Un quart de la population est composé d’hommes préférant le thé.

4. Etre un homme et Aimer le thé sont-ils des événements indépendants ?

PpH X T q “ 0, 25 ; PpHq ˆ PpT q “ p40{100q ˆ p55{100q “ 0, 22.

PpH X T q ‰ PpHq ˆ PpT q. Etre un homme et Aimer le thé ne sont pas indépendants ?

Exercice 5. (probabilités totales)
Une population compte 60% d’hommes dont 50% votent à gauche, 10% au centre et les autres à droite. 40% des

femmes votent à gauche, 10% au centre et les autres à droite.

H

F

G

C

D

G

C

D

P pHq “ 0, 6

P pF q “ 0, 4

P pG|Hq “ 0, 5

P pC|Hq “ 0, 1

P pD|Hq “ 0, 4

P pG|F q “ 0, 4

P pC|F q “ 0, 1

P pD|F q “ 0, 5

1. Le candidat de droite a-t-il une chance d’emporter l’élection ?

PpDq “ PpDXHq`PpDXF q “ PpD|HqPpHq`PpD|F qPpF q “ 0, 4ˆ 0, 6` 0, 5ˆ 0, 4 “ 0, 44. De la même façon
on détermine : PpGq “ 0, 46 et PpCq “ 0, 10. Ainsi, le candidat de gauche remporte l’élection avec 46% des voix.

2. Un candidat d’alliance du centre et de la droite a-t-il une chance ?

PpD Y Cq “ PpDq ` PpCq “ 0, 54. Un candidat d’alliance de la droite et du centre obtiendra un meilleur score
(54% des voix) que le candidat de gauche (46% des voix).

3. Quelle devrait être la proportion d’hommes dans la population pour que le candidat de droite gagne ?

Notons p la proportion d’hommes dans la population : PpHq “ p, PpF q “ 1´ p.

Proportion des électeurs de gauche :

PpGq “ PpGXHq ` PpGX F q “ PpG|HqPpHq ` PpG|F qPpF q “ 0, 5ˆ p` 0, 4ˆ p1´ pq “ 0, 4` 0, 1p
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Proportion des électeurs de droite :

PpDq “ PpD XHq ` PpD X F q “ PpD|HqPpHq ` PpD|F qPpF q “ 0, 4ˆ p` 0, 5ˆ p1´ pq “ 0, 5´ 0, 1p

Proportion des électeurs du centre :

PpCq “ PpC XHq ` PpC X F q “ PpC|HqPpHq ` PpC|F qPpF q “ 0, 1ˆ p` 0, 1ˆ p1´ pq “ 0, 1

La droite gagne si son score est meilleur que celui de la gauche : PpDq ą PpGq ; 0, 5´0, 1p ą 0, 4`0, 1p ; p ă 1{2
et meilleur que celui du centre : PpDq ą PpCq ; 0, 5 ´ 0, 1p ą 0, 1 ; p ă 4. Ainsi, la droite gagne si les femmes
sont majoritaires.

Exercice 6. (formule de Bayes)
Une banque affecte à chacun de ses clients un risque de défaut : élevé/moyen/faible. 30% des clients sont des

hommes dont 10% sont classés élevé, 70% sont moyen, et les autres faible. 20% des femmes sont classées élevé, 50%
sont moyen, et les autres faible.

H

F

E (élevé)

M (moyen)

L (faible)

E(élevé)

M(moyen)

L(faible)

P pHq “ 0, 3

P pF q “ 0, 7

P pE|Hq “ 0, 1

P pM|Hq “ 0, 7

P pF |Hq “ 0, 2

P pE|F q “ 0, 2

P pM|F q “ 0, 5

P pL|F q “ 0, 3

1. Quelle est la proportion de clients classés élévé ?

PpEq “ PpE XHq ` PpE X F q “ PpE|HqPpHq ` PpE|F qPpF q “ 0, 1ˆ 0, 3` 0, 2ˆ 0, 7 “ 0, 17. 17% des clients
sont classés élevé.

2. Quelle proportion des clients sont des femmes de la classe élevé ?

PpF X Eq “ PpE|F qPpF q “ 0, 2ˆ 0, 7 “ 0, 14. 14% des clients sont des femmes de la classe élevé.

3. Quelle proportion des clients de la classe élevé sont des femmes ?

PpF |Eq “ PpE X F q{PpEq “ PpE|F qPpF q{PpEq “ 0, 2 ˆ 0, 7{0, 17 « 0, 82. Environ 82% des clients de la classe
élevé sont des femmes.

Exercice 7. (dénombrement)
On tire en même temps trois cartes d’un jeu de trente-deux cartes. Avec quelle probabilité le tirage comporte-t-il

une dame exactement et un trèfle exactement ?

Nombre de tirages de trois cartes, simultanément :
`

32
3

˘

.
Nbre de tirages comportant exactement un trèfle et une dame mais pas la dame de trèfle :

`

3
1

˘

ˆ
`

7
1

˘

ˆ
`

21
1

˘

. En
effet, chacun de ces tirages est obtenu en combinant le choix de : une dame parmi trois [

`

3
1

˘

choix], un trèfle parmi
sept [

`

7
1

˘

choix], une troisième carte qui n’est ni une dame ni un trèfle [
`

21
1

˘

choix].
Nbre de tirages comportant la dame de trèfle pour unique trèfle et unique dame :

`

21
2

˘

. En effet, puisque le tirage
comporte la dame de trèfle, seules deux cartes doivent être choisies parmi les vingt-et-une cartes qui ne sont ni des
dames ni des trèfles.

La probabilité de tirer une dame exactement et un trèfle exactement est : r
`

3
1

˘

ˆ
`

7
1

˘

ˆ
`

21
1

˘

`
`

21
2

˘

s{r
`

32
3

˘

s.

Exercice 8. (formules de De Morgan)
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Le tableau suivant indique la répartition de cent personnes selon le genre et la couleur des cheveux. On choisit un
sujet dans le groupe et on note A : le sujet choisi est blond et B : le sujet choisi est une femme.

cheveux
blond brun

genre Homme 25 15
Femme 50 10

1. Interprétez les événements suivants et déterminez leur probabilité : ĞAYB et ĀX B̄

PpĞAYBq “ 1´ PpAYBq “ 1´ p25` 50` 10q{100 “ 0, 15 et PpĀX B̄q “ 15{100 “ 0, 15.

On observe : PpĞAYBq “ PpĀX B̄q. Cette égalité est-elle fortuite ?
ĞAYB : le sujet choisi n’est pas dans la classe regroupant les femmes et les blonds.

ĀX B̄ : le sujet choisi n’est ni blond, ni de sexe féminin.

Le sens indique : ĞAYB “ ĀX B̄ dont se déduit l’égalité des probabilités.

2. Interprétez les événements suivants et déterminez leur probabilité : ĞAXB et ĀY B̄
ĞAXB regroupe les sujets autres que les femmes blondes. Dans cette classe se trouvent les hommes (qui peuvent
éventuellement être blonds) et les bruns (qui peuvent éventuellement être des femmes). Ainsi, ĞAXB “ Ā Y B̄
dont se déduit : PpĀY B̄q “ PpĞAXBq “ 1´ PpAXBq “ 1´ 50{100 “ 0, 5.
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