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TD 1 — Rappels de probabilités

Exercice 1. (calcul de probabilité et choiz de modele)
On lance un dé a six faces numérotées de 1 & 6. On note A I’événement : le numéro de la face apparente est
inférieur ou égal a 3 et B : le numéro de la face apparente est impair.

1. Déterminez la probabilité de A dans chacun des cas suivants.
(a) Le dé est équilibré.
(b) La probabilité d’apparition d’une face est proportionnelle & son numéro.
(¢) La probabilité d’apparition d’une face est inversement proportionnelle & son numéro.

A est composé de trois événements élémentaires : faire apparaitre 1 ou 2 ou 3. Donc : P(A) = P({1,2,3}) =
P({1}) + P({2}) + P({3}). D’un cas a l’autre, seule change la loi de probabilité de la face apparente.

(a)
face apparente 1 2 3 4 5 6
probabilité 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

P(A) = P({1,2,3}) = P({1}) + P({2}) + P({3}) = 3 x 1/6 = 1/2.
(b)

face apparente 1 2 3 4 5 6
probabilité la 2a 3a 4a bHa 6o

La somme des probabilités des événements élémentaires vaut 1 : 22:1 ka=1et a=1/21.
P(A) = P({1,2,3}) = P({1}) + P({2}) + P({3}) = 1/21 + 2/21 + 3/21 = 2/7.
(©)
face apparente 1 2 3 4 5 6
probabilité B/1 B/2 pB/3 p/A B/5 pJ6
La somme des probabilités des événements élémentaires vaut 1: 10 _, /k = 1 et 8 = 20/49.

P(A) = P({1,2,3}) = P({1}) + P({2}) + P({3}) = Zi=1(20/49)/k =110/147.

2. Déterminez la probabilité de A n B sous I'hypothése (a)

A~ B : obtenir un nombre impair valant au plus 3. P(4A n B) = P({1,3}) = P({1}) + P({3}) o 1/6+1/6 =1/3

3. Sur cent lancers on observe vingt fois le numéro 1. Quelle hypothése : (a), (b), (c¢) est la plus vraisemblable ?

P(observations|hypothese a) = (') (1/6)2°(5/6)%° ~ 0,07
) =

P(observations|hypothése b) = (14)(1/21)2°(20/21)*° ~ 3,9 x 1078

P(observations|hypothése ¢) = (12000)(20/49)20(29/49)80 ~ 5,3 x 1076

Si aucune hypothése n’est privilégiée a priori, 'hypothése la plus vraisemblable est (a).

Nota Bene. La valeur de P(A) dépend de la loi de probabilité sur la face apparente (modéle). Mais le calcul de
P(A) reste le méme quel que soit le modéle. Ainsi, on peut associer des valeurs distinctes a la probabilité d’un méme
événement sans pour autant commettre une erreur de calcul ; cela arrive en particulier lorsque les modéles postulés
sont différents. En I'absence de données expérimentales, le choix d’un modéle est arbitraire. Mais quand on dispose
d’observations comme dans la question 3., deux modéles concurrents peuvent étre comparés en les confrontant aux
données d’expérience.

Pour aller plus loin. Ne privilégier aucune des hypothéses (a), (b), (c¢) revient a postuler a priori qu’elles sont
équiprobables : P(a) = P(b) = P(¢) = 1/3. Puisqu’on dispose (question 3) de la probabilité des observations sous
chacune des hypothéses, il est possible d’en déduire la probabilité de chaque hypothése conditionnellement aux obser-
vations :

P(hypothése|observations) = P(observations|hypothése) x P(hypothése)/P(observations) (1)
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Le dénominateur de (1) de dépend pas de I’hypothése. Puisque a, b, ¢ sont équiprobables, ’hypothése pour laquelle
P(hypothése|observations) est la plus grande est aussi celle pour laquelle P(observations|hypothése) est la plus grande.
Pour cette raison, les données d’observation incitent & privilégier I’hypothése a sur les deux hypothéses concurrentes.

Déterminer la probabilité d’'un modéle contionnellement aux observations en définissant une loi de probabilité du
couple : observations x modéle est la base des méthodes Bayésiennes permettant, en statistique décisionnelle, de
choisir un modéle/une hypothése/un scénario.

Exercice 2. (dénombrement et probabilités)

On tire trois cartes d’'un jeu de trente-deux cartes.

1. Combien de tirages différents dénombre-t-on si les trois cartes sont tirées : (a) successivement avec remise (b)
successivement sans remise (c¢) simultanément (d) simultanément, mais remises toutes les trois en jeu quand le
tirage comporte exactement un tréfle.

(a) Trente-deux cartes peuvent étre tirées en position 1, trente-deux cartes en position 2 et trente-deux cartes
en position 3. Comme les choix se combinent, il existe 323 = 32768 tirages successifs avec remise.

(b) Trente-deux cartes peuvent étre tirées en position 1, trente-et-une cartes en position 2 et trente cartes en
position 3. Comme les choix se combinent, il existe 32 x 31 x 30 = 29760 tirages successifs avec remise.

On peut aussi raisonner ainsi : tirer trois cartes parmi trente deux, successivement et sans remise, revient a les
tirer simultanément puis a les arranger. Le nombre d’arrangements de trois cartes prises parmi trente-deux est :
A3, = 321/29! = 29760.

(¢) Le nombre de tirages de trois cartes parmi trente-deux, simultanément, est : (332) = 32!/(3! x 29!) = 4960.
(d) On tire trois cartes parmi trente-deux, simultanément.

32)

Nombre de tirages possibles : (3 .

Nombre de tirages comportant exactement un tréfle : (f) X (224). En effet, on combine le nombre de choix d’un

tréfle parmi huit : (f) avec le nombre de choix de deux cartes dans les trois autres couleurs : (224).

Ainsi, le nombre de choix simultanés de trois cartes parmi trente deux excluant les tirages ou apparait un treéfle

exactement est : (%7) — (3) x (%)) = 321/(29! x 31) — [81/(7! x 11)] x [241/(22! x 2!)] = 2752.
2. Quelle est la probabilité de tirer trois cartes de couleurs différentes dans chacun des cas (a), (b), (c) ?

(a) Nombre de choix de trois cartes parmi trente-deux, successivement avec remise : 32 x 32 x 32

Nombre de choix de trois cartes de couleurs différentes : 32 x 24 x 16

La probabilité de tirer trois cartes de couleurs différentes est : (32 x 24 x 16)/(32 x 32 x 32)

(b) Nombre de choix de trois cartes parmi trente-deux, successivement sans remise : 32 x 31 x 30

Nombre de choix de trois cartes de couleurs différentes : 32 x 24 x 16

La probabilité de tirer trois cartes de couleurs différentes est : (32 x 24 x 16)/(32 x 31 x 30)

(¢) Nombre de choix de trois cartes parmi trente-deux, simultanément : (332)
Nombre de choix de trois couleurs parmi quatre : (g)
Nombre de choix d’'une valeur dans chaque couleur : (f)

La probabilité de tirer trois cartes de couleurs différentes est : (g) X (f) 3/ (332) =4 x 83/4960

Exercice 3. (diagramme de Venn et formule du crible)

Un groupe compte 50% d’amateurs de thé, 60% d’amateurs de café et 20% de ses membres aiment les deux.

1. Avec quelle probabilité un sujet choisi au hasard apprécie-t-il : (a) 'une des deux boissons 7 (b) aucune des
deux boissons 7 (c) le thé sachant qu’il aime le café ? (d) le café sachant qu’il aime le thé ?
A @ le sujet choisi aime le thé ; B : le sujet choisi aime le café.
(a) P(AuU B) e P(A)+P(B)—P(AnB)=0,5+0,6—0,2=0,9. Ainsi, 90% des sujets apprécient au moins
I'une des deux boissons.
b)P(AuB)=1-P(AuB)=1-0,9=0,1. Ainsi, 10% des sujets n’apprécient aucune des deux boissons.
(¢c) P(A|B) =P(A n B)/P(B) =0,2/0,6 = 1/3. Un tiers des amateurs de café aiment aussi le thé.
(d) P(B|A) =P(B n A)/P(A) =0,2/0,5 = 0,4. 40% des amateurs de thé aiment aussi le café.

2. Est-il incompatible d’aimer le thé et le café ?

P(A n B) # 0. Il n’est pas incompatible d’aimer le thé et le café.



3. Apprécie-t-on indépendamment le thé et le café ?

P(An B) =0,2; P(A) x P(B) = 0,5 x 0,6 =0,3;P(An B) # P(A) x P(B). Ainsi, A et B ne sont pas
indépendants.

Exercice 4. (conditionnemment et indépendance)

Le tableau suivant indique la répartition de cent personnes selon le genre et la préférence entre thé et café.
préférence
Thé Cafeé

Homme 25 15

Femme 30 30

genre

1. Avec quelle probabilité préfére-t-on le thé quand on est un homme ?

P(T|H) = 25/(25 + 15) = 0,625. 62,5% des hommes préférent le thé au café.

2. Avec quelle probabilité un sujet préférant le thé est-il un homme 7
P(H|T) = 25/(25 + 30) = 25/55 ~ 0,455. 45,5% des sujets préférant le thé sont des hommes.

3. Avec quelle probabilité un sujet est-il un homme préférant le thé 7

P(H nT) = 25/100 = 0,25. Un quart de la population est composé d’hommes préférant le theé.

4. Etre un homme et Aimer le thé sont-ils des événements indépendants ?
P(HNT)=0,25;P(H) x P(T) = (40/100) x (55/100) = 0, 22.
P(HNT)#P(H) xP(T). Etre un homme et Aimer le thé ne sont pas indépendants ?

Exercice 5. (probabilités totales)

Une population compte 60% d’hommes dont 50% votent & gauche, 10% au centre et les autres a droite. 40% des
femmes votent a gauche, 10% au centre et les autres a droite.

G
P(G|H) = 0,5
P(C|H) = 0,1
C
P(D|H) = 0,4
D
G
P(G|F) = 0,4
P(C|F) = 0,1 C
P(D|F) = 0,5
D

1. Le candidat de droite a-t-il une chance d’emporter 1’élection 7
P(D)=P(DnH)+P(DnF)=P(D|H)P(H)+P(D|F)P(F)=0,4x0,6+0,5x0,4=0,44. De la méme fagon
on détermine : P(G) = 0,46 et P(C) = 0, 10. Ainsi, le candidat de gauche remporte 1’élection avec 46% des voix.

2. Un candidat d’alliance du centre et de la droite a-t-il une chance ?
P(Du C) =P(D)+P(C) = 0,54. Un candidat d’alliance de la droite et du centre obtiendra un meilleur score
(54% des voix) que le candidat de gauche (46% des voix).

3. Quelle devrait étre la proportion d’hommes dans la population pour que le candidat de droite gagne ?
Notons p la proportion d’hommes dans la population : P(H) = p, P(F) =1 — p.
Proportion des électeurs de gauche :
P(G)=P(GNnH)+P(GnF)=PGHPH)+PGF)PF)=05xp+0,4x (1—p)=0,4+0,1p



Proportion des électeurs de droite :
P(D)=P(DnH)+P(DnF)=P(D|H)P(H)+P(D|F)P(F)=0,4xp+0,5x(1—p)=0,5-0,1p
Proportion des électeurs du centre :
P(C)=P(CnH)+P(CnF)=PC|/HPH)+PCIF)P(F)=0,1xp+0,1x(1—p)=0,1

La droite gagne si son score est meilleur que celui de la gauche : P(D) > P(G) ; 0,5—0,1p > 0,4+0,1p;p < 1/2

et meilleur que celui du centre : P(D) > P(C) ; 0,5 —-0,1p > 0,1 ; p < 4. Ainsi, la droite gagne si les femmes
sont majoritaires.

Exercice 6. (formule de Bayes)

Une banque affecte & chacun de ses clients un risque de défaut : élevé/moyen/faible. 30% des clients sont des
hommes dont 10% sont classés élevé, 70% sont moyen, et les autres faible. 20% des femmes sont classées élevé, 50%
sont moyen, et les autres faible.

E (élevé)
P(E|H) = 0,1
H P(M|H) = 0,7 M (moyen)
L (faible)
E
P(E|F) = 0,2
F P(M|F) = 0,5 M
P(L|F) = 0,3
L

1. Quelle est la proportion de clients classés élévé 7
P(E)=P(EnH)+P(EnF)=PE|H)PH)+PE|IF)P(F)=0,1%x0,3+0,2x0,7=0,17. 17% des clients

sont classés élevé.

2. Quelle proportion des clients sont des femmes de la classe élevé ?
P(F nE) =P(E|F)P(F) =0,2x0,7=0,14. 14% des clients sont des femmes de la classe élevé.

3. Quelle proportion des clients de la classe élevé sont des femmes ?

P(F|E) =P(E n F)/P(E) = P(E|F)P(F)/P(E) = 0,2 x 0,7/0,17 ~ 0,82. Environ 82% des clients de la classe
élevé sont des femmes.

Exercice 7. (dénombrement)

On tire en méme temps trois cartes d’un jeu de trente-deux cartes. Avec quelle probabilité le tirage comporte-t-il
une dame exactement et un tréfle exactement ?
Nombre de tirages de trois cartes, simultanément : (332).

Nbre de tirages comportant exactement un tréfle et une dame mais pas la dame de tréfle : (f) X (I) X (211). En

effet, chacun de ces tirages est obtenu en combinant le choix de : une dame parmi trois [(i’) choix|, un tréfle parmi

sept [(I) choix], une troisiéme carte qui n’est ni une dame ni un tréfle [(211) choix].

Nbre de tirages comportant la dame de tréfle pour unique tréfle et unique dame : (221). En effet, puisque le tirage
comporte la dame de tréfle, seules deux cartes doivent étre choisies parmi les vingt-et-une cartes qui ne sont ni des
dames ni des tréfles.

La probabilité de tirer une dame exactement et un tréfle exactement est : [(?) X (I) X (211) + (221)] / [(332)]

Exercice 8. (formules de De Morgan)



Le tableau suivant indique la répartition de cent personnes selon le genre et la couleur des cheveux. On choisit un
sujet dans le groupe et on note A : le sujet choisi est blond et B : le sujet choisi est une femme.
cheveuzx
blond brun
Homme 25 15
Femme 50 10

genre

1. Interprétez les événements suivants et déterminez leur probabilité : AU B et An B
P(AUB)=1-P(AUB)=1-(25+50+10)/100 = 0,15 et P(A n B) = 15/100 = 0, 15.
On observe : P(A U B) = P(A n B). Cette égalité est-elle fortuite ?

AU B : le sujet choisi n’est pas dans la classe regroupant les femmes et les blonds.
AN B : le sujet choisi n’est ni blond, ni de sexe féminin.

Le sens indique : A U B = A n B dont se déduit 1’égalité des probabilités.

2. Interprétez les événements suivants et déterminez leur probabilité : A n B et AU B

A N B regroupe les sujets autres que les femmes blondes. Dans cette classe se trouvent les hommes (qui peuvent
éventuellement étre blonds) et les bruns (qui peuvent éventuellement étre des femmes). Ainsi, An B =AU B
dont se déduit : P(Au B)=P(AnB)=1—-P(An B)=1-50/100 = 0,5.




