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Probléme

1 : le revenu moyen (inconnu) des salariés allemands. p est un paramétre.
X : le revenu moyen de n salariés allemands choisis au hasard. X est une statistique.

Dans le cadre d'une estimation ponctuelle :

la valeur observée de X permet de se faire une idée de la valeur de p ; la loi faible des
grands nombres assure que la probabilité d'observer une valeur de x éloignée de u tend
vers 0 quand la taille n de I'échantillon croit.

Comment juger la qualité de I'estimation quand la taille de I'échantillon est imposée ?

On cherche €, une constante (éventuellement une statistique) positive telle que
I'intervalle aléatoire X & € ait 95% de chances de contenir le paramétre p. C'est
I'estimation par intervalle de confiance (1C).

La construction de I'intervalle de confiance consiste & déterminer € de sorte que :
P(x—e<pu<x+¢€)=0,9

Cette tache théorique revient a la statistique mathématique.
Le praticien (étudiant, sondeur, ingénieur, etc.) calcule les bornes : X & ¢ a partir des
données expérimentales et interpréte les intervalles observés.

On peut déterminer des intervalle de confiances pour estimer toute sorte de
paramétres : une moyenne, une proportion, une variance, un quantile, etc.
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Définitions et notations

Z est une loi de probabilité dépendant d'un paramétre 0 ; x1,...,xp (n > 2) est un
échantillon aléatoire de .¢ ; by et by sont deux statistiques de cet échantillon.

L'intervalle [b1; b2] est un intervalle de confiance du paramétre 6 au niveau 1 — «
(0 < o < 1) s'il contient 6 avec probabilité 1 — « ; on note : ICi_o(8) = [b1; b2].
1 — « est appelé niveau de confiance.

Remarque. Les bornes de 'intervalle de confiance sont aléatoires ; le paramétre visé
n'est pas aléatoire.

Les intervalles de confiance de ce cours estiment une moyenne, une proportion et une
variance ; ils reposent sur les statistiques :

o x = (371 x;) /n (estimateur de la moyenne)

052 = (3" ,(x —%)2) /(n— 1) (estimateur sans biais de la variance).

Quantiles usuels.

zg : quantile d'ordre 3 (0 < 8 < 1) de la loi normale centrée réduite

t,.3 (v € N\{0}) : quantile d'ordre 3 de la loi de Student a v degrés de liberté

Xi;,ﬁ’ quantile d’ordre 3 de la loi de x2 a v degrés de liberté.
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IC de la moyenne, variance connue, population gaussienne

On suppose : .Z est une loi normale de moyenne i, de variance o2 connue et la taille

n de I'échantillon est quelconque. Un intervalle de confiance de p au niveau 1 — « est :
Ilea(“) =Xx Z1—aj2 X U/\/E (l)

Justification.
Comme la population est gausienne, X est (exactement) distribuée selon .4 (u; 2 /n)
quelle que soit la taille de I'échantillon et :

P(X —21_qj2 X 0/V/n < pu <X+ 21_q/2 X 0//n)
=P(p—2z1_a2 X 0/VN<X<p+ 2172 X 0/V/n)
= ¢(217a/2) - ¢(—Z17a/2)

=2X¢(z1-q/2) -1

—2x(1-a/2)—1

=1-a.
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IC de la moyenne, variance inconnue, population gaussienne

On suppose : & est une loi normale de moyenne i, de variance o2 inconnue et la taille

n de I'échantillon est quelconque. Un intervalle de confiance de p au niveau 1 — v est :
IC—a(p) =X+t 11_aj2 X' /Vn (2)

Justification.
Comme la population est gausienne, X est (exactement) distribuée selon 4 (u; o2 /n)
et z = (x — p)/(o//n) selon A(0;1). Par ailleurs, y = (n — 1) x s'2/0? est
indépendante de z et distribuée selon x2_;. On en déduit que z//y/(n — 1) est
distribuée selon J,_1. Or, z/\/y/(n—1) = y/n(x — n)/s’. Donc :

]P()_( - tn—l;l—a/2 X 5//\/5 S 122 S X+ tn—l;l—a/2 X Sl/\/ﬁ)

= ]P(_tn—l;l—a/Z < \/E X ()_( - :u')/sl < tn—l;l—a/2)
_tn—l;l—a/2 S z/ y/(n - 1) S tn—l;l—a/Z)
~th-11-a/2 < Tn-1 < th_11-a)2)
In—1 < th 11 ay2) —P(Th-1 < —th 11 ay2)
=2X P(%_l S tn—l;l—a/2) -1
=2x(1—-a/2)—-1

=1-a.

=P
=P
=P
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IC de la moyenne, variance connue, population inconnue

On suppose : .Z est une loi inconnue de moyenne 1 et de variance o2 connue, et la

taille n de I'échantillon est grande (n > 30). Un intervalle de confiance de p au niveau
1 —aest:

IG—a(p)=X+21_ o/ x0/Vn (3)
Justification. La méme que dans Slide 5 a la différence suivante : .4 (u;02/n) n'est

pas la loi exacte de X, mais une loi approchée obtenue par TCL car n > 30. Ainsi, la
taille de I'échantillon compense le défaut de normalité éventuel de la population.
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IC de la moyenne, variance inconnue, population inconnue

% est une loi inconnue de moyenne y et de variance o2 inconnue, et la taille n de

I'échantillon est grande (n > 30). Un intervalle de confiance de p au niveau 1 — v est :
IG—a(p) =%£21_a2 x5 /Vn 4)

Justification. ldentique a celle de Slide 6 ; la variance o2 est remplacée par son
estimateur s'2 ce qui a pour effet de dégrader la précision de I'intervalle de confiance.
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|C d'une proportion

Z est une loi de Bernoulli de paramétre p ; on cherche un intervalle de confiance de p
au niveau 1 — « reposant sur un échantillon x3,...,x, de .Z. Dans ce contexte, la
statistique X représente la proportion (ou la fréquence) de succés dans |'échantillon, on
la note f, et pour n > 30 un intervalle de confiance de p au niveau 1 — o est
approximativement :

IG—a(p) =fxz1_ o2 x V/F(1—f)/n (5)

Justification.

Puisque x1, ..., xn est un échantillon aléatoire de %(p), chacune des variables x; a
pour espérance p et pour variance p(1 — p) ; ainsi, quand n est grand,
f=x=>3"1xi/n est approximativement distribuée selon .#'(p; p(1 — p)/n) d'aprés

le TCL et y = v/n(f — p)/+/p(1 — p) selon A#°(0;1). En admettant en seconde

approximation que la loi de z = \/n(f — p)/+/f(1 — f) et proche de celle de y, la loi
de z est approximativement .47(0; 1). Ainsi :

P(f —z1_qpp X VF(1=F)/n<p<f+z1_qp X /F(1=F)/n)
=P(p—zi_ap2 X VI(1—-f)/n<f<ptzi_q2xVF(1—1F)/n)
=P(—z1_asp2 SV X (f = p)/V/f(1 =)< z1_q)2)

RP(z1a/2) —H(—21ay2) =2X $(z1_q/2) — 1
2x(1—a/2)—1=1-—a. 10/15
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|C d'une variance

% est une loi normale de variance o2. Un intervalle de confiance de o2 au niveau
1 — « reposant sur I'échantillon x,...,x, est :

IC1_a(0®) = [(" - 1)512/X§—1;1—a/2; (n— 1)5’2/3&_1;&/2] (6)
Justification. (n —1)s'? /o2 est distribuée selon x2_;. Ainsi :

P((n - 1)sl2/xi—1;1—a/2 < 02 < (n - l)slz/xi—l;a/2)
I/Xi71;17a/2 < 0'2/[(" - 1)5/2] < 1/Xi71;a/2)

2 2/ 2 2

Xn—l;a/2 S (n - 1)5, /U S Xn—l;l—a/Z)
2
n
2
n

2 2
“tiaj2 SXn-1 S Xn—l;l—a/Z)
Xn—1 < X571;17Q/2) - IED(X%—l < Xifl;a/z)
=1l-a/2—a/2

=1—«a
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Tableau synoptique

paramétre loi & contexte intervalle de confiance
normale o2 connu IG_a(p)=%XEt2z3 /2 X o/\/n
normale o2 inconnu IG_a(p) =Xt 33 ay2 X s’ /v/n
moyenne [ '
inconnue o2 connue et n > 30 IG_a(p) =Xtz /2 X o/\/n
inconnue o2 inconnue et n > 30 IG—a(p)=%Etz_q/2 X s'//n
proportion p Bernoulli n grand (n > 30) IG—a(p)=fEz1_ o/ X1 —F)/n
variance o2 normale -

16 a(@®) = [(n=1)s2/x3 11 0= 1s2/x2 1 ]

Tableau synoptique pour I'estimation par IC d’'une moyenne, d’une proportion, d’une variance.
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Exercices Types

Exercice 1.

La DEV! moyenne de douze automobilistes est : 3250 € et la variance des DEV de
I'ensemble des automobilistes francais vaut 103 €2. Déterminez un intervalle de
confiance a 95% de la DEV moyenne de |'ensemble des automobilistes francais.

Exercice 2.

La vitesse moyenne du vent a Paris au cours des dix derniers jours est : 0,71 m/s et
I'écart-type observé des vitesses : 0,57m/s. Déterminez un intervalle de confiance a
90% de la vitesse moyenne du vent a Paris.

Exercice 3.

La variance des rendements du titre InCorp vaut 0,02. Sur trente jours de bourse on
observe le rendement moyen du titre : 0,3. Déterminez un intervalle de confiance a
90% du rendement moyen du titre InCorp.

Exercice 4.

La DAM? moyenne de quarante francaises choisies au hasard est : 251 € et la
variance de leurs DAM vaut 3652 €2. Déterminez un intervalle de confiance de la
DAM moyenne de I'ensemble des francaises au niveau 90%.

DEV : dépense annuelle d'un automobiliste pour |'entretien de sa voiture

DAM : dépense annuelle en maquillage.
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Exercices Types

Exercice 5.
Une promotion de 240 étudiants compte 147 filles. Déterminez un intervalle de
confiance a 95% de la proportion de filles dans la population.

Exercice 6.

La variance des revenus annuels observée parmi cinquante agriculteurs est : 12000 €2.
Déterminez un intervalle de confiance a 90% de la variance du revenu annuel des
agriculteurs.
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