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Rappels de probabilités

L Dénombrement

Tirages successifs sans remise

Le nombre d’arrangements : tirages successifs sans remises, de p objets
parmi nest : AP = nl/(n— p)L.

Justification. n choix pour le premier objet, n — 1 choix pour le second
objet, ..., (n— p+ 1) choix pour le p-iéme objet. Nbre de choix
globaux: nx (n—1)x---x (n—p+1)=n!/(n—p)l

Exemple 1.

Le nombre de podiums possible dans une discipline olympique comptant
vingt quatre athlétes est : A3, = 241/21! = 12144 (sous R :
factorial(24)/factorial(21)).

Exemple 2.
Le nombre de tiercés ordonnés dans une course de quinze cheveaux est :
A3, = 151/121 = 2730.
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Rappels de probabilités

L Dénombrement

Tirages successifs avec remise

Le nombre de p-listes : p tirages successifs avec remises, dans un
ensemble de n objets est : nP.

Justification. n choix pour le premier objet, n choix pour le second objet,
., n choix pour le p-iéme objet. Nbre de choix globaux : nP.

Exemple 1.
Le nombre de résultats quand on lance une piéce de monnaie cinq fois de
suite : 2° = 32 (deux choix : Pile ou Face & chacun des cinq lancers).

Exemple 2.

Le nombre de facons d’envoyer successivement trois étudiants au tableau
dans une classe de vingt-quatre éléves est 243 (un étudiant peut &tre
interrogé plusieurs fois).
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Rappels de probabilités

L Dénombrement

Tirages simultanés (sans remise)

Le nombre de combinaisons : tirages simultanés sans remise, de p objets
parmi nest : CF = (7) = n!/[p!(n— p)!].
Justification. || existe AP = n!/(n— p)! choix ordonnés ; or, il existe p!

fois plus de choix ordonnés que de choix sans ordre. Ainsi, CP = AP/pl.

Exemple 1.
M. Lia (%) = 4845 facons de choisir quatre étudiants parmi vingt éléves,
pour les envoyer au tableau en méme temps (sous R : choose(20,4)).

Exemple 2. Le nombre de tiercés sans ordre dans une course de quinze
cheveaux est : Ci5 = (135) = 15!/(3112!) = 455.
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Rappels de probabilités
L Probabilités

Définitions
L'ensemble Q des événements élémentaires qui résultent d'une expérience aléatoire est
un univers. Un événement est une partie de Q ; I'ensemble des événements doit

posséder quelques propriétés mathématiques (hors programme) qui en font une
tribu 7.

Une mesure de probabilité est une application P qui a tout événement associe un réel
compris entre 0 et 1 traduisant la confiance que I'on met dans sa réalisation. Cette
application doit satisfaire :

o P(Q2) = 1 la probabilité de I'univers vaut 1

o la probabilité d'une réunion dénombrable d'événements : Ag, A1, Az,... est
inférieure a la somme des probabilités des événements : P(UpenAn) < D) o P(An).

Exemple. On lance un dé et I'on observe la face apparente. L'univers est
Q={1,2,3,4,5,6}. L'ensemble des parties de Q peut faire office de tribu 7.

o Vie Q,P1({i}) = 1/6 définit une mesure de probabilité : P;.
oVie{l,2,3,4,5},P2({i}) = 0,1 et Po({6}) = 0,5 définit une autre mesure de
probabilité : P>.

Remarque. Choisir une mesure de probabilité a été un sujet de controverses.
Aujourd’hui, il existe des outils mathématiques permettant de départager des mesures
concurrentes. Ces outils reposent sur la comparaison de valeurs théoriques fournies par
les mesures de probabilités avec des données expérimentales.
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Rappels de probabilités
L Probabilités

Propriétés
o Le contraire d'un événement A se note A ou A€ : il est formé de |'ensemble des _
événements élémentaires de 2 qui ne sont pas dans A. Les probabilités de A et de A
sont liées par : P(A) =1 — P(A).

o Deux événements A et B sont disjoints s'ils sont d'intersection vide : An B = (J ;
ils sont incompatibles si la probabilité de leur intersection est nulle : P(An B) = 0.
Deux événements disjoints sont incompatibles.

o Si A et B sont deux événements : P(Au B) = P(A) + P(B) —P(An B)

o Si A et B sont deux événements incompatibles : P(A v B) = P(A) + P(B)

o Si A et B sont deux événements et A < B : P(A) < P(B).

o Si A et B sont deux événements : P(AU B) =P(An B) ; P(AnB) =P(Au B).!

Exercice. Des touristes sont amateurs de biére pour 60% d'entre eux et amateurs de
vin pour 70% d’entre eux. 80% du groupe apprécie |'une ou I'autre des deux boissons.

(a) Quelle proportion du groupe n'aime aucune des deux boissons ?
(b) Quelle proportion du groupe aime les deux boissons ?

(c) Les événements : aimer la biére et aimer le vin sont-ils disjoints ?

!Formules de De Morgan
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L Probabilités

Conditionnement

A et B sont deux événements et P(B) # 0. On définit la probabilité de A
conditionnellement a la réalisation de B par :

P(A) = P(A|B) = P(An B)/P(B) (1)

Pg, définie sur la méme tribu que P, est une nouvelle mesure de probabilité.

(1) est équivalente 3 P(A n B) = P(A|B) x P(B) utilisée pour déterminer la
probabilité d'une intersection.

Exercice 1.
chocolat
Blanc (B)  Noir (N)
Homme (H) 10 20
£ Femme (F) 50 20

(a) Avec quelle probabilité un sujet préfére-t-il le chocolat blanc ?
(b) Avec quelle probabilité un sujet préfére-t-il le chocolat blanc si c’est un homme 7

Exercice 2. Des touristes sont amateurs de biére pour 60% d'entre eux et amateurs de
vin pour 70% d’entre eux. 80% du groupe apprécie I'une ou I'autre des deux boissons.
Avec quelle probabilité un amateur de biére aime-t-il aussi le vin ?
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Rappels de probabilités
L Probabilités

Indépendance

Definition. Deux événements A et B sont indépendants si : P(An B) = P(A) x P(B).

Propriété. Un événement A est indépendant de I'événement B de probabilité non nulle
ssi : P(A|B) = P(A) (la réalisation de B ne modifie pas la probabilité de A).

Justification. Quand A et B sont indépendants :

P(A|B) = P(An B)/P(B) ind. P(A) x P(B)/P(B) = P(A).

Exemple. On tire une carte d'un jeu de trente deux cartes. A : tirer un habillé (Valet,
Dame, Roi) et B : tirer une carte noire (pique, tréfle) sont-ils indépendants ?

Il existe douze habillés et seize cartes noires dans le jeu. Ainsi : P(A) = 12/32,

P(B) = 16/32 = 1/2 et P(A) x P(B) = 6/32 = 3/16.

Six cartes réalisent A et B ; ainsi, P(An B) = 6/32 = 3/16.

P(An B) =P(A) x P(B). Donc A et B sont indépendants.

De facon équivalente, puisqu’il existe six habillés parmi les seize cartes noires :
P(A|B) = 6/16 = 3/8 = P(A). Donc A et B sont indépendants.
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Rappels de probabilités

L Formules usuelles

Formule des Probabilités Totales

Les événements By, ..., B, forment un systéme complet d'événements (SCE) :
o aucun des événements B; n'est vide : Vie {1,...,n},B; # &
o les événements B; sont deux a deux disjoints : Vi,j€ {1,...,n},B;n Bj = J

o la réunion des événements B; est l'univers : UT_, B; = Q
Alors, pour tout événement A :

M:

P(A) = Y B(An B) = 3 B(AIB) x P(B). 2)
i=1

i=1

(2) appelée Formule des Probabilités Totales (FPT) permet de déterminer la
probabilité d'un évévénement en le décomposant sur un SCE.

—

Exemple. Une population compte 30% d'hommes (H) dont 20% sont malades (M),
50% de femmes (F) dont 10% sont malades et 20% d'enfants (E) dont 40% sont
malades. Quelle est la probabilité de A : un sujet choisi au hasard est malade ?

{H, F,E} est un SCE :

o aucune des catégories H, F, E n’est vide

o elles sont deux a deux d'intersection vide (un sujet ne peut &tre a la fois une femme

et un homme, une femme et un enfant, un homme et un enfant)

o un sujet choisi au hasard appartient forcément a I'une des catégories

Ainsi : P(A) =P(AnH)+P(AnF)+P(AnE) =P(AlH) x P(H) + P(A|F) x P(F) +

P(A|E) x P(E) =0,2x0,3+0,1x0,5+0,4%x0,2=0,19. Il y a 19% de malades. ,
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L Formules usuelles

Formule des Probabilités Composées
Ai1,Az, ..., A, sont des événements dont I'intersection est de probabilité non nulle.
]P(ﬁ?:lA,') = P(Al) X IP’(A2|A1) X IP’(A3|A1 ﬁAz) D XP(AnlAl f‘\Az (e ~ﬁAn,1) (3)
(3) appelée Formule des Probabilités Composées (FPC) sert & déterminer la
probabilité d'événements structurés chronologiquement.

Justification.
O P(A]_ N Az) = IP(A]_) X P(AzlAl)
o P(Al f‘\Az (\Ag) = P(Al N Az) X P(A3|A1 () Az) = P(Al) X P(A2|A1) X ]P(A3|A1 ﬂAz)

o ...

Exemple. Chaque année M. Li tente de gravir I'Everest. La probabilité de réussir est :
0,4 s'il a réussi I'année précédente, 0,3 s'il a échoué I'année précédente. Quelle est la
probabilité de Ry : M. Li réussit I'Everest pour la premiére fois aprés quatre années ?
A; : M. Li échoue I'année i.

P(Rs) = P(A1 N A2 n Az n Ay)
(A1) x P(A2]A1) x P(A3|A1 n A) x P(A4|A1 n Az 1 A3)
(A1) x P(Az]|A1) x P(As3]|A2) x P(Ag|A3)
(A1) x 0,7 %x 0,7 x 0,3

I
g 9 =
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L Formules usuelles

Formule de Bayes

A et B sont des événements de probabilité non nulle. Alors :
P(A|B) = P(B|A) x P(A)/P(B) (4)

(4) est la formule de Bayes ; elle permet de déterminer la probabilité d'une cause
conditionnellement a une conséquence.

Justification. P(A|B) x P(B) = P(A n B) = P(B|A) x P(A).

Exemple.
Une population compte 30% d’hommes (H) dont 20% sont malades (M), 50% de

femmes (F) dont 10% sont malades et 20% d'enfants (E) dont 40% sont malades.
Quelle est la proportion d’enfants parmi les malades ?

22—
\
0,8
E,,O,vﬁ,r
o6

P(M) = 0,19 (Slide 12)
P(E|M) = P(M|E) x P(E)/P(M)
=0,4x0,2/0,19
~ 0,42

\
0,9

TITTTX

42% d'enfants chez les malades.
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