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Chapitre 4 — Suites de variables aléatoires — Travaux Dirigés

Exercice 1. (transformation d’un couple de variables de Bernoulli)

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes distribuées chacune selon une loi de Bernoulli de parameétre p = 0, 4.
Onnote P=X+Yet M=X-Y.

1. Déterminer la loi du couple (P, M).

2. Calculer cov(P, M).

3. P et M sont-elles indépendantes 7

4. Déterminer cor(P, M) : (i) théoriquement (ii) empiriquement en simulant mille réalisations de (P, M).
Exercice 2. (loi conjointe d’un minimum et d’un maximum)

Une urne contient quatre boules numérotées de 1 a 4. On tire deux boules simultanément. X désigne le plus petit des
numéros tirés et Y le plus grand.

1. Déterminer la loi du couple (X,Y).

Déterminer les lois marginales de X et de Y.

Calculer la covariance de (X,Y).

Calculer le coefficient de corrélation linéaire de (X,Y).

Calculer E(X|Y =3) et V(X|Y = 3).
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Déterminer la loi de Z =2Y — X.
7. Calculer E(Z)

Exercice 3. (transformation d’un couple de variables binomiales)

(X,Y) est un couple de variables aléatoires indépendantes distribuées chacune selon une loi binomiale de paramétre n = 2
etp=1/2. Onnote S= (X —1)2+ (Y —1)? et T= (X - 1)(Y —1) + 1.

1. Déterminer la loi de S.

2. Calculer E(S(T —1)).

3. Déterminer la loi de T

4. Calculer cov(S,T).

5. S et T sont-elles indépendantes 7

Exercice 4. (linéarité de l’espérance)

Vingt taches sont réparties aléatoirement entre cinq employés. X}, désigne le nombre de taches dévolues a 'employé k et
Y le nombre d’employés sans taches.

1. Déterminer la loi de Xj.

2. Déterminer l'espérance de Y : (i) théoriquement (ii) par simulation®.

Exercice 5. (variables de Bernoulli corrélées)

Une chaine de production est composée de dix postes successifs. Sur chaque poste une erreur est commise avec probabilité
p = 0,4 indépendamment des erreurs commises sur les autres postes. Une alarme retentit quand une erreur est commise sur
deux postes adjacents. Déterminer la variance du nombre d’alarmes : (i) théoriquement (ii) par simulation.

Exercice 6. (d’une loi marginale & l’autre)

Une entreprise posséde dix services numérotés de 1 & 10. Le service k est composé de k employés numérotés de 1 a k. On
choisit au hasard et de fagon équiprobable un service puis un employé dans le service. X désigne le numéro du service choisi
et Y le numéro de ’employé.
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2comme moyenne empirique de mille réalisations de Y



1. Déterminer la loi du couple (X,Y).

2. Déterminer la loi de Y.

3. Déterminer E(Y) : (i) théoriquement (ii) par simulation.

4. Déterminer cov(X,Y) : (i) théoriquement (ii) par simulation.

Exercice 7. (théoréme central limit et loi de Poisson)

Le nombre de pannes hebdomadaire sur un serveur est distribué selon une loi de Poisson de paramétre A = 10. Avec
quelle probabilité observera-t-on au plus onze pannes par semaine en moyenne en 2024 ?

Exercice 8. (théoréme central limit et loi de binomiale)

Le nombre d’absences mensuelles d’un salarié est distribué selon une loi binomiale de paramétres n =20 et p =0, 1.
1. Avec quelle probabilité le nombre moyen d’absences calculé sur cinquante salariés vaut-il au plus 2,1 ?

2. Quelle la taille d’'un échantillon de salariés dans lequel le nombre moyen d’absences mensuelles est supérieur a 1,9 avec
95% de chances ?

Exercice 9. (théoréme central limit et loi de Bernoulli)

20% des Francais sont anglophones. F' désigne la fréquence d’anglophones parmi n = 100 Frangais choisis au hasard et
« la probabilité pour F' d’étre comprise entre 0,15 et 0,25. Que peut-on dire de « :

1. si 'on applique I'inégalité de Tchebychev
2. si 'on utilise le Théoréme Central Limit
3. si 'on utilise la loi exacte de n x F'

4. si 'on estime « par simulation ?

Exercice 10. (intervalle de confiance)

Le salaire moyen des Francais : p est inconnu et la variance des salaires est 02 = 1,2 k€?. X, désigne le salaire moyen
calculé sur un échantillon de n Francais.

1. Déterminer e de sorte que l'intervalle X,, + ¢ x o/y/n contienne p avec 95% de chances.

2. Quelle doit étre la taille n d’un échantillon pour que l'intervalle X,, & 0,2 contienne p avec 98% de chances ?




