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Chapitre 2 — Variables aléatoires — Travaux Dirigés

Exercice 1. (une variable discrete)

Une urne contient cing boules noires et cing blanches. On tire deux boules de I'urne successivement et sans remise. Si
les deux boules tirées ont la méme couleur, on gagne 2 € ; sinon, on perd 1 €. X désigne le gain.

1. Déterminer la loi de X.
2. Déterminer la fonction de répartition de X.

3. Calculer E(X) et V(X).

Exercice 2. (une autre variable discréte)

X est un temps d’attente dont la fonction de répartition est F(z) =P(X <2)=0siz<0;0,1si0<2<1;0,3s11<
r<3;0,7si3<x<4;1siz>4.

1. Déterminer la fonction de probabilités de X.
2. Calculer P(X > 1).
3. Calculer le moment d’ordre 3 de X.

Exercice 3. (une variable absolument continue)

Le niveau de satisfaction d’un client est une variable aléatoire de fonction de densité f(z) = (14+2)/2si -1 <2 <1;0
sinon.

1. Représenter f.

2. Avec quelle probabilité X est-elle positive ?

Déterminer et tracer la fonction de répartition de X.

Avec quelle probabilité X est-elle comprise entre 0 et 0,5 7
Calculer E(X).

Calculer le moment d’ordre 4 de X.
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A quelle valeur X est-elle inférieure dans 36% des cas ?

Exercice 4. (une autre variable absolument continue)

La durée de refroidissement d’un PC, en minutes, est une variable aléatoire de fonction de répartition F(z) = P(X <
) =x/2—22/16si0<2<4;0six<0;1siz>4.

1. Tracer la courbe représentant F'.
2. Déterminer la densité de X.
3. Avec quelle probabilité un PC met-il de deux a trois minutes pour refroidir 7

4. Calculer le moment d’ordre 2 de X.

Exercice 5. (tirages avec ou sans remise)

Une urne contient trois boules noires et une blanche. Des boules sont tirées successivement ; on note 7' le rang d’apparition
de la premiére boule blanche. Déterminer la loi de T', son espérance et sa variance dans chacun des cas suivants : (a) chaque
boule tirée de l'urne est conservée (b) chaque boule tirée de I'urne est replacée dans 'urne avant le tirage suivant.

Exercice 6. (quantile d’une variable absolument continue)

La fortune d’un joueur est une variable aléatoire X de fonction de répartition Fi(z) =P(X <z) =x/4si0<z<4;0
sixz <0;1siz>4. Dans une nouvelle unité monétaire la fortune du joueur est Y = v/ X.

1. Déterminer la fonction de répartition de Y.

2. A quelle valeur Y est-elle inférieure dans 25% des cas ?
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3. Calculer E(Y).

Exercice 7. (inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev)

La durée moyenne de détention du titre InCorp est : un an.

1. Avec quelle probabilité un actionnaire garde-t-il un titre trois ans au moins ?
La valeur moyenne du titre vaut 10 et la variance des valeurs : 4

2. Avec quelle probabilité la valeur du titre est-elle comprise entre 5 et 15 7

Exercice 8. (deuz variables discrétes liées)

Une urne contient deux boules noires et n — 2 blanches (n > 2). On tire des boules successivement et sans remise jusqu’a
obtenir une noire. X désigne le rang d’apparition de la premiére boule noire et Y le nombre de boules blanches restant dans
I'urne.

1. Déterminer la loi de X et son espérance.

2. Exprimer E(Y) en fonction de n.

Exercice 9. (une chaine de Markov)

On pose une série de questions & M. Li. A chaque question M. Li répond correctement avec probabilité p (0 < p < 1) et
il gagne 1 € ; ou incorrectement avec probabilité 1 — p et il perd toute sa fortune. X,, désigne la fortune de M. Li apres la
question n. On suppose que M. Li ne posséde rien initialement (Xo = 0).

1. Déterminez la loi de X;.

2. Déterminez le support de X,,.

3. Montrez que pour n € N\{0} et k € [1;n], P(X,, = k) =pP(X,-1 =k —1)

4. Déduisez-en : pour n € N\{0}, E(X,,) =p(1 + E(X,,—1)) et déterminez E(X,) en fonction de n et p.

Exercice 10. (une autre chaine de Markov)

Une piéce de monnaie donne Pile avec probabilité 1/3 et Face sinon. On lance la piéce indéfiniment. X vaut k si la
séquence Pile-Face apparait pour la premiére fois aux rangs k — 1 et k. X vaut 0 si la séquence Pile-Face n’apparait jamais.

1. Calculer P(X = 2), P(X =3), P(X =4).

2. Exprimer P(X = k) en fonction de k (k > 2).
3. Calculer P(X =0).

4. Calculer E(X).

5. Sous R puis sous Python :

(a) écrire un script qui simule une réalisation de X

(b) estimer E(X) comme moyenne empirique de mille réalisations de X.




