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Chapitre 1 — Calcul des probabilités — Travaux Dirigés

Exercice 1. (tribu et mesure de probabilité)
0 ={1,2,3,4} et A={1}.

1. Quelle est la plus petite tribu contenant A ?
2. Justifier que J = {0, {1},{4},{1,4},{2,3},{1,2,3},{2, 3,4}, Q} est une tribu.
3. P est une mesure de probabilité sur 7 vérifiant P({1}) = 1/4 et P({2,3}) = 1/3 ; calculer P({4}).

Exercice 2. (formule de Poincaré)

Deux ordinateurs peuvent étre associés en réseau de plusieurs facons ; en série : les deux ordinateurs doivent fonctionner
pour que le réseau soit actif ; en paralléle : un des deux ordinateurs au moins doit fonctionner pour que le réseau soit actif.
L’ordinateur de Paul fonctionne huit fois sur dix, celui de Jean six fois sur dix. Par ailleurs un réseau en paralléle impliquant
les deux ordinateurs dysfonctionne dans 10% des cas. Avec quelle probabilité le réseau en série fonctionne-t-il ?

Exercice 3. (théoréme de limite monotone)

Un code secret comporte cing caractéres pris parmi quarante, avec de possibles répétitions. M. Li entreprend de casser
ce code en entrant indéfiniment dans sa machine un code a cinq caractére. On note B,, : le code n’est pas cassé entre les
essais 1 et n ; B : le code n’est jamais cassé.

1. Avec quelle probabilité le code est-il cassé lors d’un essai quelconque 7
Déterminer la probabilité de B,,.
. Exprimer B en fonction des événements B,;n € N\{0}.

. Déterminer la probabilité de B.
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. Avec quelle probabilité le code sera-t-il cassé un jour ?

Exercice 4. (probabilités conditionnelles et formule de Poincaré)

Deux machines M; et Ms sont utilisées dans un processus de production. M; tombe en panne avec probabilité 0, 10 et
My avec probabilité 0,31. De plus, quand M; est en panne, My a 40% de chances de tomber en panne.

1. Avec quelle probabilité les deux machines fonctionnent-elles en méme temps ?

2. Avec quelle probabilité une machine au moins fonctionne-t-elle ?

Exercice 5. (conditionnement)

On s’intéresse aux familles & deux enfants. A : les deux enfants sont de sexe différent ; B : l’ainé des enfants est une
fille ; C': le cadet est un gar¢on. Les événements A, B, C sont-il indépendants deux & deux 7 mutuellement ?

Exercice 6. (formule des probabilités totales)

Une urne contient huit boules blanches et deux noires. On tire trois boules successivement et sans remise. Avec quelle
probabilité la troisiéme boule est-elle noire 7

Exercice 7. (formule des probabilités totales)

Un bit informatique traverse une chaine de composants électroniques. Chaque composant de la chaine transforme le bit
avec probabilité p. On note p,, la probabilité que le bit ne soit pas transformé entre les composants 1 et n.

1. Etablir une relation de récurrence entre les termes de la suite (p;,).
2. En déduire p,, en fonction de n.
3. Avec quelle probabilité le bit est-il transformé par une chaine de longueur infinie ?

Exercice 8. (formule des probabilités composées)

Une urne contient quatre boules blanches et trois noires. On tire trois boules successivement et sans remise. Avec quelle
probabilité tire-t-on d’abord deux blanches puis une noire ?

Exercice 9. (formule de Bayes)

Une usine fabrique des piéces dont 5% sont défectueuses. Par ailleurs, 96% des piéces non défectueuses sont acceptées et
98% des piéces défectueuses sont rejetées. On choisit une piéce au hasard dans la production.
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1. Avec quelle probabilité le controle de cette piéce conduit-il & commettre une erreur ?

2. Avec quelle probabilité la piéce est-elle défectueuse si elle est acceptée ?

Exercice 10. (chaine de Markov)

M. Li joue sur deux machines selon la régle suivante : s’il gagne une partie, il ne change pas de machine pour la partie
suivante ; s’il perd une partie, il change de machine pour la partie suivante. La machine A le fait gagner dans 20% des cas,
la machine B dans 10% des cas. Pour k € N\{0}, on note Gy, : M. Li gagne la partie k ; Ay : M. Li joue la partie k sur la
machine A. M. Li choisit indifféremment la machine A ou la machine B pour jouer la premiére partie.

1. (a) Ecrire une fonction R simulant le déroulement de n parties et donnant la proportion de parties gagnées.

(b) Estimer la proportion de parties gagnées quand M. Li joue cent parties.
2. Avec quelle probabilité M. Li gagne-t-il la premiére partie ?
Avec quelle probabilité M. Li gagne-t-il la seconde partie ?
Sachant que M. Li a remporté la seconde partie, avec quelle probabilité a-t-il joué la premiére sur la machine A 7
Exprimer P(G}) en fonction de P(Ay).
Montrer que P(Ag+1) = —0,7 x P(Ax) +0,9.

Exprimer P(Ay) et P(Gy) en fonction de k.
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Pour n > 1, on pose S, = > ,_, P(Gy) ; calculer S,, et déterminer lim S, /n.
n—oo




