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L Quelques lois discrétes

Loi uniforme

Une variable aléatoire X est distribuée selon une loi uniforme discréte sur [[1; n] si elle
prend pour valeurs chacun des entiers 1, 2, ..., n avec probabilité 1/n.

Notation. X ~ %|1,n]

Espérance et variance. E(X) = (1 + n)/2; V(X) = (n?> — 1)/12.

Contexte. Une urne contient n boules numérotées de 1 a n indiscernables au toucher.
Si I'on choisit une boule de I'urne au hasard, le numéro tiré est distribué selon %[y;,].
Exercice 1. Chaque jour, M. Li utilise de un a quatre PC de fagon équiprobable.

(a) Tracez la fonction de probabilité et la fonction de répartition du nombre de PC
utilisés par M. Li un jour donné.

(b) Avec quelle probabilité M. Li utilise-t-il au plus trois PC ?

(c) Combien de PC M. Li utilise-t-il par jour, en moyenne ?

(d) Quelle est la variance du nombre quotidien de PC utilisés par M. Li ?

Exercice 2. Déterminer la fonction de probabilité, la fonction de répartition, I'espérance
et la variance de la variable X uniformément distribuée sur {0,1,...,n — 1}.

3/25



Lois de probabilité usuelles

L Quelques lois discrétes

Loi de Bernoulli

Une variable X est distribuée selon une loi de Bernoulli de paramétre p (0 < p < 1) si
elle prend pour valeurs : 1 avec probabilité p ou 0 avec probabilité 1 — p.

Notation. X ~ Z(p)
Espérance et variance. E(X) =p; V(X) =p x (1— p).

Contexte. Une expérience aléatoire comporte deux issues : le succés de probabilité p,
ou I'échec. La variable X qui vaut 1 en cas de succés et 0 en cas d’échec est
distribuée selon Z(p).

Remarque. Pour qu’une variable aléatoire soit distribuée selon une loi de Bernoulli, il
faut que son support soit {0,1}. Une variable aléatoire valant 1 ou —1 avec
équiprobabilité (variable de Rademacher) n'est pas une variable de Bernoulli.

Exercice 3. Quelle est la loi de 1 — X2 lorsque X ~ 2(p) ?

Exercice 4. Déterminer le moment d'ordre 3 de X ~ Z(p).
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Loi binomiale

Une variable aléatoire X est distribuée selon une loi binomiale de paramétres n et p
(ne N;0 < p < 1) si elle prend toutes les valeurs entiéres entre 0 et n et pour

ke{0,1,2,...,n}, P(X = k) = (}) x p¥ x (1—p)"~X.

Notation. X ~ b(n, p)
Espérance et variance. E(X) =nxp; V(X)=nxpx (1—p).

Contexte. Une expérience élémentaire comporte deux issues : succés de probabilité p,
ou échec. La variable X qui compte le nombre de succés dans la réalisation de n
expériences élémentaires indépendantes est distribuée selon b(n, p).

Exercice 5.
20 % des Francais sont anglophones. Avec quelle probabilité un échantillon de cinq
Frangais comporte-t-il : (a) trois anglophones exactement (b) au plus trois

anglophones (c) au moins trois anglophones ?

X : nombre d'anglophones parmi cinq Frangais choisis au hasard. X ~ b(5;0,2).

(a) P(X =3) = (3) x 0,23 x 0,82 = 0,0512 (R : dbinom(3,5,0.2))

(b) P(X <3) =P(X €{0,1,2,3}) = 33_, (}) x 0,2K x 0,857% ~ 0,99.

() P(X 23)=1—P(X <3)=1—P(X <2)=0,05792 (R : 1-pbinom(2,5,0.2))
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Loi hypergéométrique
Une variable aléatoire X est distribuée selon une loi hypergéométrique de paramétres
N,netp(NeN\{0};ne{0,1,...,N} ;0<p<1)si:
o elle prend toutes les valeurs entiéres entre max{0, n — N(1 — p)} et min{n, Np}

o k étant I'une de ces valeurs, P(X = k) = (’\Lp) x (Nil:kp))/(’r\,’)

Notation. X ~ (N, n, p)
Espérance et variance. E(X) =nxp; V(X)=nxpx(1—p)x (N—n)/(N—-1).

Contexte. Dans une population finie de taille N, une proportion p de sujets posséde
une qualité et I'on choisit n sujets simultanément. La variable X comptant le nombre
de sujets de I'échantillon possédant la qualité étudiée est distribuée selon (N, n, p).

Exercice 6.
Un groupe de 30 sujets compte 20% d'anglophones. Avec quelle probabilité un
échantillon de cing sujets choisis au hasard dans le groupe compte-t-il : (a) trois

anglophones exactement (b) au plus trois anglophones ?
X : nombre d’anglophones parmi cinq sujets choisis au hasard.
X ~ #(30;5;0,2) : 5 sujets choisis dans un groupe de 30 avec 20% d’anglophones.

(@) P(X =3) = (9)(%)/(¥) ~ 0,039 (R : dhyper(3,6,24,5))

(b) P(X <3) =P(X €{0,1,2,3}) = X3_o (5) (>%)/(%) = 0,997 (R :

phyper(3,6,24,5)) 6/25
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Loi géométrique

Une variable aléatoire X est distribuée selon une loi géométrique de paramétres p
(0 < p < 1) si elle prend pour valeurs les entiers non nuls et pour k € N\{0},
B(X = k) = (1— p)k—1p.

Notation. X ~ 4(p)
Espérance et variance. E(X) = 1/p ; V(X) = (1 — p)/p>.

Contexte. Une expérience aléatoire élémentaire comporte deux issues : succés de
probabilité p, ou échec. La variable X qui compte le nombre de tentatives jusqu'au
premier succés est distribuée selon ¢(p).

Exemple.
Une requéte sur un serveur a 40% de chances d'échouer. Avec quelle probabilité la
requéte aboutira-t-elle : (a) aprés trois essais ? (b) aprés trois essais au plus ?

X : nombre d'essais nécessaires pour que la requéte aboutisse ; X ~ ¢(0,6).
(a) P(X =3) =0,4% x 0,6 = 0,096 (R : dgeom(3-1,0.6))
(b) P(X <3) =P(X € {1,2,3})) =Y>_,0,41x0,6 =0,9 (R : pgeom(3-1,0.6))

Remarque. R compte le nombre d'essais précédant le premier succés.
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Loi de Poisson

Une v.a. X est distribuée selon une loi de Poisson de paramétres A (A > 0) si elle
prend pour valeurs les entiers naturels et pour k € N, P(X = k) = e~ x AK/kl.

Notation. X ~ Z(\)
Espérance et variance. E(X) =X ; V(X) = A\.

Contexte. Une variable qui compte le nombre d'occurrences d'un événement rare dans
un intervalle de temps/de longueur/de surface/. . . restreint est distribuée selon une loi
de Poisson.

Exercice 7.
Un serveur subit en moyenne trois attaques en un jour. Avec quelle probabilité
observe-t-on (a) deux attaques exactement (b) au plus deux attaques, en un jour ?

X : nombre d'attaques en un jour ; X ~ Z(3).
(a) P(X =2) = e~3 x32/21 0,224 (R : dpois(2,3))
(b) P(X <2) = P(X € {0,1,2}) = Y2_, 3 x 3k/k! ~ 0,423 (R : ppois(2,3))
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Approximations

Approximation de la loi hypergéométrique par une loi binomiale
La loi 2Z(N, n, p) peut étre approchée par la loi b(n, p) quand N = 10n.

Exemple.

Une promotion compte 500 étudiants dont 30% de filles. Avec quelle probabilité o un
échantillon de quarante étudiants compte-t-il dix-huit filles ?

Sans approx. a = P(#(500;40;0,3) = 18) = (*%9%%2) (%50 %7) /(32%) ~ 0,015

Avec approx. a ~ P(b(40;0,3) = 18) = (gg) x 0,318 x 0,722 ~ 0,017
Approximation de la loi binomiale par une loi de Poisson
La loi b(n, p) peut étre approchée par la loi Z(A = n x p) quand n =30 et p <0,1.

Exemple.

10% des francais sont favorables & M. Sa. Avec quelle probabilité o un échantillon de
quarante francais compte-t-il cinq partisans de M. Sa ?

Sans approx. oo = P(b(40;0,1) =5) = (450) x 0,15 x 0,935 ~ 0,165
Avec approx. a ~ P(#(40 x 0,1) = 5) = e~% x 45/5! ~ 0,156
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Loi uniforme

Une v.a. X est distribuée selon une loi uniforme sur [a, b] (—00 < a < b < +00) si elle
a pour densité la fonction f définie par : f(x) = 1/(b—a) si a< x < b ; 0 sinon.

Notation. X ~ %3 p]
Espérance et variance. E(X) = (a+ b)/2; V(X) = (b— a)?/12.

Fonction de répartition. F(x) = (x —a)/(b—a)sia<x<b;0six<a;lsix=bh.

1/(b—a)t----

[ a b
Fonction de densité de %4, 5] Fonction de répartition de %[, 5]

Contexte. La loi uniforme modélise les expériences dans lesquelles une quantité
continue tombe dans un intervalle avec une probabilité proportionnelle a la longueur
de l'intervalle.
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Exercice

Un temps d'attente est uniformément réparti entre 0 et 5 mins.
(a) Déterminez les fonctions de probabilité et de répartition du temps d'attente.

X : temps d'attente. Densité de X : f(x) =1/5si 0 < x <5 ; 0 sinon.
Fct de répartition : F(x) = (x—0)/(5—-0)si0<x<5;0six<0;1six>1.

(b) Avec quelle probabilité attend-on au moins trois minutes ?
P(X>3)=1-P(X<3)=1-P(X<3)=1-F(3)=1-3/5=0,4

(c) Combien de temps attend-on, en moyenne ?

E(X) = (0+5)/2=2,5.

(d) Quelle est la variance du temps d’attente ?

V(X) = (5 —-0)2/12 = 25/12.

(e) Déterminez et interprétez le quantile d’ordre 0,8 du temps d'attente?.
P(X<Q)=0,8; F(Q)=0,8;(Q—-0)/(5-0)=0,8; Q=5x0,8=4.

Le quantile d'ordre 0,8 de %|o;5] vaut 4 : dans 80% des cas, on attend au plus quatre
minutes.

1 s . L
la valeur a laquelle le temps d’attente est inférieur ou égal dans 80% des cas
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Loi exponentielle

Une v.a. X est distribuée selon une loi exponentielle de paramétre A > 0 si elle admet
pour densité la fonction f définie par : f(x) = Ae™** si x = 0 ; 0 sinon.

Notation. X ~ &(\)
Espérance et variance. E(X) = 1/\; V(X) = 1/)2.

—Ax

Fonction de répartition. F(x) =1—e si x > 0; 0 sinon.

d L e IR

Fonction de densité de &()\) Fonction de répartition de &(\)

Contexte. La loi exponentielle modélise les durées de vie sans mémoire : la probabilité
de disparaitre h unités de temps aprés l'instant t ne dépend pas de t.
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Exercice

La durée de vie (en années) d'une entreprise est distribuée selon £(0, 1).
(a) Déterminez les fonctions de probabilité et de répartition d'une telle durée de vie.

X : durée de vie d'une entreprise. Densité de X : f(x) = 0,1e~ %% si x > 0 ; 0 sinon.
Fct de répartition : F(x) =1 — e 9% sji x > 0 ; 0 sinon.

(b) Quelle est la proportion des entreprises durant au moins deux ans ?
PX=22)=1-PX<2)=1-P(X<2)=1-F(2)=1-(1-e"91%2)x0,18.
NB. Sous R, P(&(0,1) < 2) se calcule par la commande : pexp(2,0.1)

(c) Quelle est la durée de vie attendue d'une entreprise ?

E(X) =1/0,1 = 10. Une entreprise disparait au bout de dix ans en moyenne.

(e) Déterminez et interprétez le quantile d’ordre 0,8 de la durée de viel.
P(X<Q)=0,8; F(Q)=0,8;1-e"%?=0,8; Q=—1In(0,2)/0,1~ 16,1,
NB. Sous R, le quantile d’ordre 0,8 de &(0,1) se calcule par : qexp(0.8,0.1)

Le quantile d'ordre 0,8 de £(0,1) vaut 16,1 : 80% des entreprises ont une durée de
vie inférieure ou égale a 16,1 ans.

1 . . pzon .
la valeur a laquelle la durée de vie est inférieure ou égale dans 80% des cas
14 /25
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Loi normale

Une v.a. X est distribuée selon une loi normale! de paramétres : u et o (o > 0) si elle
admet pour densité : f(x) = [exp(—0,5(x — p)?/0?)]/[oV27].

Notation. X ~ A (u,0)
Espérance et variance. E(X) = u ; V(X) = o2,
Fonction de répartition. F(x) = §* _ f(t)dt.

03

02

05 f-------- /

2 o4 6 8

2 o4 3 8 oy

Fct de répartition de A (p, o)

-2

Fonction de densité de .4 (i, o)

Contexte. La loi normale occupe une place importante en statistique en raison du
Théoréme Central Limit : une moyenne empirique est approximativement gaussienne

quelle que soit la population dont est issu I'échantillon.

1 . . .
on dit alors que la variable est normale ou gaussienne
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Calculs sur X ~ .47(0,1)

La densité de X est : f(x) = exp(—x?/2)/4/27 et sa fonction de répartition :
o(x) = §* , f(t)dt.
o Comment calculer P(X <1,78) ?

- avec la fonction de répartition de X : P(X < 1,78) = ¢(1,78) ; Hélas, on ne
connait pas ¢ explicitement.

- avec les valeurs de ¢ dans une table de la loi normale centrée réduitel.

- avec R : pnorm(1.78)

Ainsi P(4(0,1) < 1,78) ~ 0,96.
o Comment calculer zg g5 : le quantile d'ordre 0,95 de X ?

- avec la réciproque de la fonction de répartition : zp 05 = ¢~1(0,95) ; Hélas, on
ne connait pas plus explicitement ¢~ que ¢.

- avec les valeurs de ¢ dans une table de la loi normale centrée réduite!.

- avec R : gnorm(0.95)

Ainsi, zg 05 ~ 1,64

1 : : ;
https://onlinepubs.trb.org/onlinepubs/nchrp/cd-22/manual/v2appendixc.pdf
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Calculs sur X ~ A (u, o)

X est une variable aléatoire distribuée selon .4#(3, 2).
o Comment calculer P(X < 5) ?
- en se ramenant a une variable normale centrée réduite :
P(X <5)=P(X—=3)/2<(5-3)/2) =P(A4(0,1) <1) = ¢(1) ~ 0,84.
- avec R : pnorm(5,3,2)
Ainsi P(.#(3,2) < 5) ~ 0, 84.
o Comment calculer le quantile d'ordre 0,95 de X 7
- avec la formule : Qo (A (i,0)) = p+ zo X 0.
Ainsi, Qo.05(-#(3,2)) = 3+ 20,05 x 2~ 3+ 1,64 x 2 = 6,28.
- avec R : gnorm(0.95,3,2)
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Probabilités gaussiennes

Rappel. ¢(x) = Sioo[exp(—tz/2)/\/27r]dt est la fonction de répartition d'une variable
normale centrée réduite.

Propriétés de ¢.

(P1) ¢(=x) = 1= ¢(x)

(P2) $(x) — ¢(=x) = 2¢(x) — 1

Justification. La densité de .#7(0, 1) est paire.

Régles de calcul usuelles. X ~ N (p,0) eta<b

(n) P(X < b) = ¢((b—p)/o)

(2) (X >a) =1-¢((a—p)/o)

(r3) P(a < X < b) = ¢((b—p)/0) — ¢((a— p)/o)
Justification. Si X ~ A (u,0), alors (X — p)/o ~ A4(0,1).
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Applications

o Calculer P(.#(3,2) < 1).
P(#(3,2) <1) 2 ¢((1 - 3)/2) = ¢(-1) 21— ¢(1) ~ 0,16.

o Calculer P(.#(3,2) > 2).

P(A(3,2) >2) 21— ¢((2—3)/2) =1 — ¢(—0,5) 2 ¢(0,5) ~ 0,69.

o Calculer P(—1 < .#(3,2) < 7).

P(—1<#(3,2) <7) 2 6((7 - 3)/2) — $((—1 = 3)/2) = $(2) — $(-2).
22x¢(2)—1~0,95.
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oi de x?
Une v.a. X est distribuée selon une loi de x2 a v (v > 0) degrés de liberté si elle admet
pour densité : f(x) = y.x*/2"1e™*/2 si x = 0 ; 0 sinon (v > 0 tq S+OO f(x)dx = 1).

Notation. X ~ x2
Espérance et variance. E(X) =v; V(X) = 2v.

Fonction de répartition. F(x) = §*_ f(t)dt.
01 y="f(x)

5.102

—5-1072

Fonction de densité de x2 Fct de répartition de x2

Contexte. La loi de x? donne la distribution de statistiques intervenant dans des tests
d'hypothéses et dans les intervalles de confiance portant sur une variance.
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Simuler une loi de 2
Une propriété.
Si X1,...,Xn sont n variables indépendantes distribuées selon .#7(0,1), alors >7_; X,.2
est distribuée selon x2.

Quel intérét 7
Une variable distribuée selon x2 peut toujours étre vue (et simulée) comme somme
des carrés de n variables normales centrées réduites indépendantes.

Illustration.

Tragons sous R :

(i) en bleu, la densité estimée de mille réalisations de >'>_; X2 quand X; ..., Xs sont
normales centrées réduites indépendantes

(ii) en noir, la densité de 2.

chi=NULL # liste de mille réalisations de la somme de cing carrés de N(0;1)
for (j in 1:1000){

chi[j]=sum(rnorm(5,0,1)"2)

}

chipdf=function(x){dchisq(x,5)} # densité de chi 2 &4 5 d.d.1
plot(density(chi),col=’blue’)

plot(chipdf,xlim=c(0,30),add=TRUE, col=’black’)

On observe que les deux courbes obtenues sont proches. 21/25
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Calculs sur x2

Supposons X ~ X%

o Comment calculer P(X < 1,78) ?
- avec la fonction de répartition de X ; on ne la connait pas explicitement.
- avec les valeurs de la fct de répartition dans une table de la loi de x2. 1
- avec R : pchisq(1.78,3)
Ainsi P(73 < 1,78) ~ 0, 38.

o Comment calculer x§;0 o5 : le quantile d’ordre 0,95 de x% ?
- avec la réciproque de la fct de répartition ; on ne la connait pas explicitement.
- avec les valeurs de la fct de répartition dans une table de la loi de x2. !
- avec R : qchisq(0.95,3)
Ainsi, X%;o o5 ~ 7,8

1
https://onlinepubs.trb.org/onlinepubs/nchrp/cd-22/manual/v2appendixc.pdf
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Loi de Student

Une v.a. X est distribuée selon une loi de Student a v (v > 0) degrés de liberté si elle
admet pour densité : f(x) = v.(1 + x2/v)~+1D/2 (y > 0 tq Sigg f(x)dx = 1).

Notation. X ~ 7,

Espérance et variance. E(X) =0 si v > 1; NA sinon
V(X)=v/(v—=2)siv>2; +osil<v<2;NAsinon.

Fonction de répartition. F(x) = §*_ f(t)dt.

pdf A4 (0,1)

pdf 7

-8 -6 -4 -2 8 5 6 -4 2 | 2 4 6 &

Fonction de densité de .7, Fct de répartition de 7,

Contexte. La loi de Student est une distribution a queues lourdes permettant de
modéliser des phénomeénes avec des valeurs extrémes. La loi de Student intervient
aussi dans les tests d'hypothéses et les intervalles de confiance.
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Simuler une loi de Student
Une propriété.
Si X ~ #(0,1) et Y ~ x2 sont deux variables indépendantes, alors X/+/Y /v est
distribuée selon .7,.
Quel intérét ?
Une variable distribuée selon .7, est le rapport de deux variables indépendantes : une
normale centrée réduite et la racine carrée d'un x? divisé par son d.d.l.
llustration. Tragons sous R :
(i) en bleu, la densité estimée de mille réalisations de X/1/Y/5 quand X ~ .#/(0,1) et
Y mlxg sont indépendantes
(i) en noir, la densité de 5.

t=NULL # liste de mille réalisations du rapport X/\sqrt{Y/5}
for (j in 1:1000){

x=rnorm(1,0,1)

y=rchisq(1,5)

t[jl=x/sqrt(y/5)}

tpdf=function(x){dt(x,5)} # densité de Student & 5 d.d.l
plot(density(t),col=’blue’)

plot (tpdf,xlim=c(-5,5),add=TRUE, col="black’)

On observe que les deux courbes obtenues sont proches. 2425
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Calculs sur .7,

Supposons X ~ 73
o Comment calculer P(X <1,78) ?
- avec la fonction de répartition de X ; on ne la connait pas explicitement.
- avec les valeurs de la fct de répartition dans une table de la loi de Student?.
-avec R : pt(1.78,3)
Ainsi P(73 < 1,78) ~ 0,91.
o Comment calculer t3.0.05 : le quantile d'ordre 0,95 de .73 7
- avec la réciproque de la fct de répartition ; on ne la connait pas explicitement.
- avec les valeurs de la fct de répartition dans une table de la loi de Student?!
- avec R : qt(0.95,3)
Ainsi, t3.0,05 ~ 2,35
Remarque. Comme la fonction de densité de .7, est paire, quel que soit x :
oP(F < x)=1-P(F < —x)
oP(T7, <x)—P(J, < —x) =2xP(7, <x)—1

1
https://onlinepubs.trb.org/onlinepubs/nchrp/cd-22/manual/v2appendixc.pdf

25 /25


https://onlinepubs.trb.org/onlinepubs/nchrp/cd-22/manual/v2appendixc.pdf

	Quelques lois discrètes
	Quelques lois continues

