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Variables aléatoires

Généralités

Premières définitions
Variable aléatoire réelle.

pΩ,T ,Pq est un espace probabilisé et B la tribu borélienne1 de R.
Une variable aléatoire réelle (v.a.r) sur Ω est une application X : Ω Ñ R mesurable :
@B P B,X´1pBq “ tω P Ω;X pωq P Bu P T .

La loi de probabilité de X est définie sur B par : @B P B, PX pBq “ PpX´1pBqq.
X pΩq “ tX pωq;ω P Ωu est le support de X .

Fonction de répartition.

La fonction de répartition d’une v.a.r X est l’application F : RÑ r0, 1s définie par :
@x P R,F pxq “ PpX ď xq “ Pptω P Ω;X pωq ď xuq.

Propriétés générales de la fonction de répartition.

X est une v.a.r de fonction de répartition F . Alors :

(i) F est croissante sur R
(ii) en tout point, F est continue à droite et admet une limite à gauche

(iii) F tend vers 0 en ´8 et vers 1 en `8

(iv) si a ă b : Ppa ă X ď bq “ F pbq ´ F paq .

1la plus petite tribu de R contenant les intervalles ouverts de R
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Variables aléatoires

Généralités

Exemple
Une requête http est adressée à un serveur ; X : le temps d’attente de la réponse.

Trois figures ne représentent pas la fonction de répartition de X ; lesquelles ?

2 4

0, 4

0, 6

1

‚

y “ F pxq

2 4

0, 4

0, 6

1

‚

y “ F pxq

2 4

0, 4

0, 6

0, 8

‚

y “ F pxq

2 4

0, 4

0, 6

1

‚

y “ F pxq

La figure restante représente la fonction de répartition de X .

Quel est le support de X ?

Avec quelle probabilité attend-on une réponse entre 1 et 3 unités de temps ?
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Variables aléatoires

Variables aléatoires discrètes

L’essentiel

Variable aléatoire discrète et fonction de probabilité.

Une v.a.r X est discrète si X pΩq est fini ou dénombrable. L’application f : RÑ r0, 1s
définie par : @x P R, f pxq “ PpX “ xq est la fonction de probabilité ou fonction de
masse de X .

De la fonction de répartition à la fonction de probabilité.

La fonction de répartition F d’une v.a.r discrète X est constante par morceaux et pour
tout x P R : PpX “ xq “ F pxq ´ F px´q.

Moments d’une variable discrète.

Une v.a.r discrète X de fonction de probabilité f admet un moment d’ordre k P Nzt0u
ssi

ř

xPXpΩq |x |
k f pxq converge ; son moment d’ordre k est alors :

ř

xPXpΩq x
k f pxq.

Probabilités associées à une variable discrète.

Si X est une v.a.r discrète de fonction de probabilité f , alors :
@A Ă R,PpX P Aq “

ř

xPAXXpΩq f pxq.

6 / 18



Variables aléatoires

Variables aléatoires discrètes

Exemple (1/2)
M. Li lance un dé équilibré à six faces et gagne : 2 e si la face apparente est multiple
de 2 ; 3 e si la face apparente est multiple de 3 ; 0 e sinon.

X : le gain de M. Li. L’univers : Ω “ t1, 2, 3, 4, 5, 6u. Le support de X :
X pΩq “ t0, 2, 3, 5u.

PpX “ 0q “ Ppface ap. P t1, 5uq “ 1{3 ; PpX “ 3q “ Ppface ap. “ 3q “ 1{6
PpX “ 2q “ Ppface ap. P t2, 4uq “ 1{3 ; PpX “ 5q “ Ppface ap. “ 6q “ 1{6

Fonction de probabilité de X

f pxq “

$

&

%

1{3 si x P t0, 2u
1{6 si x P t3, 5u
0 sinon

´1 1 2 3 4 5 6

‚ ‚

‚ ‚

1{3

1{6

y “ f pxq

Fonction de répartition de X

F pxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0 si x ă 0
1{3 si 0 ď x ă 2
2{3 si 2 ď x ă 3
5{6 si 3 ď x ă 5
1 si x ě 5

´1 1 2 3 4 5 6

‚

‚

‚

‚

1{3

2{3

5{6

1

y “ F pxq
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Variables aléatoires discrètes

Exemple (2/2)
Avec quelle probabilité le gain de M. Li est-il strictement positif ?

PpX ą 0q “ PpX P t2, 3, 5uq “ PpX “ 2q ` PpX “ 3q ` PpX “ 5q “ 2{3

Calculer le moment d’ordre 2 du gain de M. Li.
ř

xPt0,2,3,5u x
2 ˆ PpX “ xq “ 02 ˆ 1{3` 22 ˆ 1{3` 32 ˆ 1{6` 52 ˆ 1{6 “ 42

Remarque.

˝ Calculer le moment d’ordre 2 du gain avec R

proba=c(1/3,1/3,1/6,1/6) ; valeur=c(0,2,3,5) ; sum(valeur^2*proba)}

˝ Calculer le moment d’ordre 2 du gain avec Python

from fractions import Fraction

proba = [Fraction(1,3),Fraction(1,3),Fraction(1,6),Fraction(1,6)]

valeur = [0,2,3,5] ; sum([x**2*y for x, y in zip(valeur,proba)])

8 / 18



Variables aléatoires

Variables aléatoires continues

Outline

Généralités

Variables aléatoires discrètes

Variables aléatoires continues

Espérance et variance

Théorèmes de transfert

Inégalités

9 / 18



Variables aléatoires

Variables aléatoires continues

L’essentiel
Variable aléatoire continue et fonction de densité.

Une v.a.r X est continue si sa fonction de répartition F est continue sur R. Si, de
plus, il existe une application f : RÑ R` vérifiant : @x P R,F pxq “

şx
´8

f ptqdt, X
est absolument continue et f est une fonction de densité de X .

De la fonction de répartition à la fonction de densité.

La fonction de répartition F d’une v.a.r absolument continue X est dérivable sauf en
un nombre fini de points et F 1 définit une densité de X .

Moments d’une variable absolument continue.

Une v.a.r absolument continue X de fonction de densité f admet un moment d’ordre
k P Nzt0u ssi

ş`8

´8
|x |k f pxqdx converge ; son moment d’ordre k est alors :

ş`8

´8
xk f pxqdx .

Probabilités associées à une variable continue.

Si X est une v.a.r continue de fonction de répartition F , alors pour a ă b :
F pbq ´ F paq “ Ppa ă X ď bq “ Ppa ď X ă bq “ Ppa ă X ă bq “ Ppa ď X ď bq.

Si X est absolument continue de fonction de densité f , alors pour tout intervalle
I Ă R,PpX P I q “

ş

I f pxqdx .
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Exemple
Un temps d’attente X admet pour densité : f pxq “ 1´ x{2 si 0 ď x ď 2 ; 0 sinon.
Tracer la densité de X ; avec quelle probabilité X est-elle comprise entre 0, 5 et 1, 5 ?

0.5 1.5 2

1

y “ f pxq

α

Pp0, 5 ď X ď 1, 5q “ α

“

ż 1,5

0,5
p1´ x{2qdx

“ rx ´ x2{4s1,50,5

“ 1{2

Déterminer la f.d.r de X ; à quelle valeur X est-elle inférieure dans 75% des cas ?

1 2

0.75

1
y “ F pxq La f.d.r F de X est la primitive de f qui vaut 0 en 0.

Ainsi, F pxq “ x ´ x2{4 si 0 ď x ă 2 ; 0 si x ă 0 ; 1 si x ě 2.

On cherche Q de sorte que F pQq “ 0, 75 ; ainsi, Q “ 1.

Le temps d’attente est inférieur à 1 dans 75% des cas.

Calculer le moment d’ordre 1 de X :
ş2
0 x .p1´ x{2qdx “ rx2{2´ x3{6s20 “ 2{3.
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Variables aléatoires

Espérance et variance

L’essentiel

L’espérance d’une v.a.r X est son moment d’ordre 1 ; on la note EpX q. La variance de
X est le moment d’ordre 2 de X ´ EpX q ; on la note V pX q.

Linéarité de l’espérance.

X et Y sont deux v.a.r d’espérance finie ; α et β sont deux réels. Alors : αX ` βY
admet une espérance finie et EpαX ` βY q “ αEpX q ` βEpY q.

Propriétés de la variance.

X est une v.a.r de variance finie et α un réel. Alors :

(i) X admet une espérance finie

(ii) V pX q ě 0

(iii) rV pX q “ 0s ñ rX “ EpX qs p.s.

(iv) V pX q “ EpX 2q ´ EpX q2

(v) V pαX q “ α2V pX q

(vi) V pX ` αq “ V pX q.
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Variables aléatoires

Espérance et variance

Exemple
La durée de vie (en années) d’une clef USB est une variable aléatoire X de densité
f pxq “ 2 expp´2xq si x ě 0 ; 0 sinon.
Calculer l’espérance de X .
EpX q “

ş`8

0 x ˆ 2 expp´2xqdx “ r´px ` 1{2q ˆ expp´2xqs`80 “ 1{2.
Ainsi, une clef USB dure en moyenne une demie année.

Remarque.
Le calcul précédent nécessite une intégration par parties ; cependant, une primitive de
x Ñ x ˆ 2 expp´2xq est obtenue sous Maxima1 par : integrate(x*2*exp(-2*x),x);

L’espérance de X peut aussi être obtenue informatiquement.

Sous R : g=function(x){x*2*exp(-2*x)} ; integrate(g,lower=0,upper=1000)

Sous Python :

>>> from math import exp
>>> def f(x):
... return x*2*exp(-2*x)
...
>>> from scipy.integrate import quad
>>> quad(f,0,1000)

1https://maxima.sourceforge.io/download.html
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Variables aléatoires

Théorèmes de transfert

Variable discrète versus continue
Transfert sur variable discrète.

X est une v.a.r discrète de fonction de probabilité f et g : RÑ R une application.

Si gpX q admet une espérance, alors : EpgpX qq “
ř

xPXpΩq gpxqf pxq.

Transfert sur variable absolument continue.

X est une v.a.r absolument continue de densité f et g : RÑ R une application.

Si gpX q admet une espérance, alors : EpgpX qq “
ş`8

´8
gpxqf pxqdx .

Exemple. X a pour densité f pxq “ 1{4 si 0 ď x ď 4 ; 0 sinon. Déterminer Ep
?
X q.

Ep
?
X q “

ş4
0
?
x ˆ p1{4q ˆ dx “ rx3{2 ˆ p2{3q ˆ p1{4qs40 “ 4{3.

Une méthode plus longue sans le théorème de transfert.

˝ Support de Y “
?
X : Y pΩq “ r0, 2s

˝ Fonction de répartition de Y : si 0 ď y ă 2,
FY pyq “ PpY ď yq “ Pp

?
X ď yq “ PpX ď y2q “

şy2

0 p1{4qdx “ rt{4s
y2

0 “ y2{4.

˝ Densité de Y : fY pyq “ F 1Y pyq “ y{2 si 0 ď y ă 2 ; 0 sinon.

˝ Espérance de Y : EpY q “
ş2
0 y ˆ y{2ˆ dy “

ş2
0 y2{2ˆ dy “ ry3{6s20 “ 4{3.
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Inégalités

Inégalités de Markov et Bienaymé-Tchebychev
Inégalité de Markov.

X est une v.a.r positive d’espérance finie. Alors : @α ą 0 : PpX ě αq ď EpX q{α.

Exemple.

Une usine produit 50 pièces par jour en moyenne. Avec quelle probabilité la production
dépasse-t-elle 75 pièces un jour donné ?

X : nombre de pièces produites en un jour. EpX q “ 50.

Ainsi (Markov) : PpX ě 75q ď EpX q{75 “ 50{75 “ 2{3.

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

X est une v.a.r de variance finie. Alors : @α ą 0 : Pp|X ´ EpX q| ě αq ď V pX q{α2.

Exemple.

Une usine produit 50 pièces par jour en moyenne avec une variance de 25. Avec quelle
probabilité la production dépasse-t-elle 75 pièces un jour donné ?

X : nombre de pièces produites en un jour. EpX q “ 50 et V pX q “ 25.

rX ě 75s “ rX ´ 50 ě 25s Ă r|X ´ 50| ě 25s.

Ainsi : PpX ě 75q ď Pp|X ´ 50| ě 25q ď V pX q{252 “ 25{252 “ 1{25.
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