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Calcul des probabilités

Espace probabilisé

Définitions
L’ensemble Ω des événements élémentaires résultant d’une expérience aléatoire est un
univers.

Une tribu est un ensemble T de parties de Ω vérifiant :

(i) Ω P T

(ii) si A est élément de T , son complémentaire noté Ac ou Ā est aussi dans T

(iii) si pAnqnPN est une suite d’éléments de T ,
Ť`8

n“0 An est aussi dans T .

Un événement est un élément de T . Deux événements A et B sont disjoints si leur
intersection est vide : AX B “ H.

Une mesure de probabilité est une application P qui à tout événement associe un réel
compris entre 0 et 1 traduisant la confiance que l’on met dans la réalisation de cet
événement. Cette application doit satisfaire :

˝ PpΩq “ 1 ; la probabilité de l’univers vaut 1

˝ la probabilité d’une réunion dénombrable d’événements A0,A1,A2, . . . disjoints deux
à deux est la somme des probabilités des événements : Pp

Ť`8
n“0 Anq “

ř`8
n“0 PpAnq.

pΩ,T ,Pq est alors un espace probabilisé.
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Calcul des probabilités

Espace probabilisé

Exemple
On lance un dé et l’on observe la face apparente.

L’univers est Ω “ t1, 2, 3, 4, 5, 6u.

L’ensemble des parties de Ω peut être pris pour tribu :
T “ tH, t1u, . . . , t6u, t1, 2u, . . . , t5, 6u, t1, 2, 3u, . . . ,Ωu.

˝ @i P Ω,P1ptiuq “ 1{6 définit une mesure de probabilité : P1. En effet, connaitre la
probabilité des singletons t1u, . . . , t6u permet de calculer la probabilité de n’importe
quel événement de T .

˝ @i P t1, 2, 3, 4, 5u,P2ptiuq “ 0, 1 et P2pt6uq “ 0, 5 définit une autre mesure de
probabilité : P2.

Les deux univers probabilisés : pΩ,T ,P1q, pΩ,T ,P2q ne se distinguent que par la
mesure de probabilité.

Remarque. Choisir une mesure de probabilité fait parfois l’objet d’âpres discussions. Il
existe aujourd’hui des outils mathématiques permettant de départager des mesures
concurrentes. Ces outils reposent sur la comparaison de valeurs théoriques fournies par
le calcul des probabilités avec des données expérimentales.
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Calcul des probabilités

Propriétés

Les incontournables
˝ Le complémentaire d’un événement A se note Ac ou Ā ; il est formé des événements
élémentaires de Ω qui ne sont pas dans A : Ac “ Ā “ tω P Ω;ω R Au. Les probabilités
de A et de Ā sont liées : PpĀq “ 1´ PpAq.

˝ Deux événements A et B sont disjoints s’ils sont d’intersection vide : AX B “ H ;
ils sont incompatibles si la probabilité de leur intersection est nulle : PpAX Bq “ 0.
Deux événements disjoints sont incompatibles.

˝ Si A et B sont deux événements :

(a) PpAY Bq “ PpAq ` PpBq ´ PpAX Bq [Formule de Poincaré]

(b) PpĞAY Bq “ PpĀX B̄q ; PpĞAX Bq “ PpĀY B̄q [Formules de De Morgan]

˝ Si A et B sont deux événements incompatibles : PpAY Bq “ PpAq ` PpBq

˝ Si A et B sont deux événements et A Ă B : PpAq ď PpBq.

˝ Limite monotone. Si pAnqnPN est une suite d’événements

(a) croissante pour l’inclusion (@k P N,Ak Ă Ak`1), alors Pp
Ť`8

n“0 Anq “ lim
nÑ8

PpAnq

(b) décroissante pour l’inclusion (@k P N,Ak`1 Ă Ak ), alors Pp
Ş`8

n“0 Anq “ lim
nÑ8

PpAnq.
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Calcul des probabilités

Propriétés

Exercice 1
70% des étudiants possèdent un ordinateur portable, 60% possèdent une tablette,
80% possèdent l’un ou l’autre.

(a) Quelle proportion des étudiants ne possède ni tablette ni ordinateur portable ?

Un étudiant est choisi au hasard ; P : il possède un portable ; T : il possède une
tablette. PpP̄ X T̄ q “ Pp ĞP Y T q “ 1´ PpP Y T q “ 1´ 0, 8 “ 0, 2.
20% des étudiants ne possèdent ni portable ni tablette.

(b) Quelle proportion des étudiants possède les deux ?

PpP Y T q “ PpPq ` PpT q ´ PpP X T q. Ainsi :
PpP X T q “ PpPq ` PpT q ´ PpP Y T q “ 0, 7` 0, 6´ 0, 8 “ 0, 5.
50% des étudiants possèdent à la fois une tablette et un portable.

(c) posséder une tablette et posséder un ordinateur portable sont-ils des événements
disjoints ?

Si les événements P et T étaient disjoints, ils seraient incompatibles. Or, ils ne sont
pas incompatibles (PpP X T q “ 0, 5 ‰ 0) ; donc ils ne sont pas disjoints.
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Calcul des probabilités

Propriétés

Exercice 2

Le tableau suivant donne la répartition d’une population selon le genre et l’OS préféré.

OS Préféré
Mac (M) Windows (W )

Genre Homme (H) 20% 40%
Femme (F ) 30% 10%

Avec quelle probabilité un sujet choisi au hasard :

(a) n’est-il pas une femme préférant Windows ?

Pp ĞF XW q “ 1´ PpF XW q “ 1´ 0, 1 “ 0, 9.
Un sujet choisi au hasard a 90% de chances de ne pas être une femme préférant
Windows.

(b) est-il un homme ou préfère-t-il Mac ?

PpH YMq “ PpHq ` PpMq ´ PpH XMq “ p0, 2` 0, 4q ` p0, 2` 0, 3q ´ 0, 2 “ 0, 9.
Ou, en utilisant De Morgan : PpH YMq “ PpF̄ Y W̄ q “ Pp ĞF XW q “ 0, 9.
Un sujet choisi au hasard a 90% de chances d’être un homme ou de préférer Mac.
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Calcul des probabilités

Propriétés

Exercice 3
N désigne le nombre de 1 obtenus quand on lance indéfiniment un dé. Justifier :
PpN “ `8q “ 1.
Ak,n : aucun 1 n’apparait entre les lancers k et n (k ď n) ; Bk : aucun 1 n’apparait à
partir du lancer k.

Si k ě 1, la suite pAk,nqněk est décroissante pour l’inclusion : si aucun 1 n’apparait
entre les lancers k et n ` 1, aucun 1 n’est apparu entre les lancers k et n.

Or, Bk “
Ş`8

n“k Ak,n : si aucun 1 n’apparait à partir du lancer k, aucun 1 n’apparait
entre les lancers k et k, ni entre k et k ` 1, ni entre k et k ` 2, . . .

Donc (Limite Monotone) : PpBk q “ lim
nÑ8

PpAk,nq “ lim
nÑ8

p5{6qn´k`1 “ 0.

Or, la suite pBk qkě1 est croissante pour l’inclusion : si aucun 1 n’apparait à partir du
lancer k, aucun 1 n’apparait à partir du lancer k ` 1.

Donc (Limite Monotone) : Pp
Ť`8

k“1 Bk q “ lim
nÑ8

PpBk q “ 0.

Or, rN ă `8s “
Ť`8

k“1 Bk : le nombre de 1 obtenus est fini signifie que l’on n’observe
plus de 1 à partir du lancer 1 ou du lancer 2 ou du lancer 3, . . .

Donc : PpN “ `8q “ 1´ PpN ă `8q “ 1´ Pp
Ť`8

k“1 Bk q “ 1.
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Calcul des probabilités

Conditionnement

Probabilité conditionnelle

pΩ,T ,Pq est un espace probabilisé et A un événement de probabilité non nulle.

Pour B P T , on note PApBq “ PpB|Aq “ PpB X Aq{PpAq.

PA est une nouvelle mesure de probabilité sur T ; elle mesure la probabilité des
événements de T conditionnellement à la réalisation de A.

pΩ,T ,PAq est un nouvel espace probabilisé. En particulier : PpB̄|Aq “ 1´ PpB|Aq.

Remarque. L’égalité : PApBq “ PpB X Aq{PpAq est équivalente à :
PpAX Bq “ PApBq ˆ PpAq utilisée pour déterminer la probabilité d’une intersection.
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Calcul des probabilités

Conditionnement

Exemple

Un couple attendant un enfant possède autant de chances de voir naitre un garçon
qu’une fille. On choisit une famille à deux enfants. Avec quelle probabilité :

(a) les deux enfants sont-ils des filles ?

Les quatre événements élémentaires : pF ,F q, pF ,Gq, pG ,F q, pG ,Gq sont
équiprobables. Ainsi : PppF ,F qq “ 1{4.

(b) les deux enfants sont-ils des filles sachant que l’ainé est une fille ?

PrpF ,F q|pF ,F q Y pF ,Gqs “ PrpF ,F q X ppF ,F q Y pF ,Gqqs{PrpF ,F q Y pF ,Gqs “
PppF ,F qq{PrpF ,F q Y pF ,Gqs “ p1{4q{p1{4` 1{4q “ 1{2.

(c) les deux enfants sont-ils des filles sachant que le couple a au moins une fille ?

PrpF ,F q|pF ,F q Y pF ,Gq Y pG ,F qs “
PrpF ,F q X ppF ,F q Y pF ,Gq Y pG ,F qqs{PrpF ,F q Y pF ,Gq Y pG ,F qs “
PppF ,F qq{PrpF ,F q Y pF ,Gq Y pG ,F qs “ p1{4q{p1{4` 1{4` 1{4q “ 1{3.
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Calcul des probabilités

Conditionnement

Exercice 4

70% des étudiants possèdent un ordinateur portable, 60% possèdent une tablette,
80% possèdent l’un ou l’autre. Avec quelle probabilité un étudiant muni d’un
ordinateur portable possède-t-il aussi une tablette ?

Un étudiant est choisi au hasard ; P : il possède un portable ; T : il possède une
tablette. PpPq “ 0, 7 ; PpT q “ 0, 6 ; PpP Y T q “ 0, 8.

D’après Exercice 1 : PpP X T q “ 0, 5 dont on déduit :

Tablette
Oui (T ) Non (T̄ )

Portable Oui (P) 50% 20%
Non (P̄) 10% 20%

Ainsi, PPpT q “ PpT X Pq{PpPq “ 0, 5{0, 7 “ 5{7.
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Calcul des probabilités

Conditionnement

Exercice 5

On lance deux dés équilibrés. Avec quelle probabilité la somme des deux faces
apparentes est-elle : (a) supérieure ou égale à 11 ? (b) supérieure ou égale à 11
sachant que le premier dé vaut 6 ?

Di : la face apparente du dé i ; S “ D1 ` D2.

Les trente six événements élémentaires : p1, 1q, p1, 2q, p1, 3q, . . . , p6, 6q sont
équiprobables. Ainsi : PpS ě 11q “ Pptp5, 6q, p6, 6q, p6, 5quq “ 3{36

PpS ě 11|D1 “ 6q “ Pptp6,6q,p6,5quq
Pptp6,6q,p6,5q,...,p6,1quq “ p2{36q{p6{36q “ 2{6.
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Calcul des probabilités

Conditionnement

Exercice 6

A quelle condition sur l’événement A les mesures de probabilité P et PA sont-elles
identiques ?

Ω est un univers, T une tribu sur Ω, P une mesure de probabilité sur T et A un
événement de T de probabilité non nulle. Pour tout B P T : PpBq “ PApBq. En
particulier, pour B “ A : PpAq “ PApAq. Ainsi : PpAq “ PpAX Aq{PpAq “ 1 ; A est
un événement presque sûr.

15 / 26



Calcul des probabilités

Indépendance

Outline

Espace probabilisé

Propriétés

Conditionnement

Indépendance

Formules usuelles

16 / 26



Calcul des probabilités

Indépendance

Indépendance de deux événements. pΩ,T ,Pq est un espace probabilisé.
Deux événements A et B sont indépendants si : PpAX Bq “ PpAq ˆ PpBq.

Conséquence. Un événement B est indépendant d’un événement A de probabilité non
nulle ssi : PApBq “ PpBq (la réalisation de A ne modifie pas la probabilité de B).

Justification. Quand A et B sont indépendants :

PApBq “ PpAX Bq{PpAq ind.
“ PpAq ˆ PpBq{PpAq “ PpBq.

Propriétés.

˝ Ω et H sont indépendants.

˝ Si A et B sont deux événements indépendants, Ā et B̄ le sont aussi.

Indépendance de n événements (n ě 3). n événements A1, . . . ,An sont :

˝ mutuellement indépendants si @K Ă t1, . . . , nu,Pp
Ş

kPK Ak q “
ś

kPK PpAk q

˝ indépendants deux à deux si : @k ‰ `, PpAk X A`q “ PpAk q ˆ PpA`q.

Propriétés. Des événements mutuellement indépendants sont deux à deux
indépendants ; la réciproque est fausse.
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Calcul des probabilités

Indépendance

Exercice 7

On tire une carte d’un jeu de trente deux cartes. A : tirer un habillé (Valet, Dame,
Roi) et B : tirer une carte noire (pique, trèfle) sont-ils indépendants ?

Il existe douze habillés et seize cartes noires dans le jeu. Ainsi : PpAq “ 12{32,
PpBq “ 16{32 “ 1{2 et PpAq ˆ PpBq “ 6{32 “ 3{16.

Six cartes réalisent A et B ; ainsi, PpAX Bq “ 6{32 “ 3{16.

PpAX Bq “ PpAq ˆ PpBq. Donc A et B sont indépendants.

De façon équivalente, puisqu’il existe six habillés parmi les seize cartes noires :
PBpAq “ 6{16 “ 3{8 “ PpAq. Donc A et B sont indépendants.
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Calcul des probabilités

Indépendance

Exercice 8

On lance deux dés. A : la somme des faces apparentes est paire ; B : le premier dé est
pair ; C : le second dé est impair. Les événements A, B, C sont-il indépendants deux
à deux ? mutuellement ?

PpAX Bq “ Pples deux faces sont pairesq “ 9{36 “ 1{4 “ PpAq ˆ PpBq

PpAX Cq “ Pples deux faces sont impairesq “ 9{36 “ 1{4 “ PpAq ˆ PpCq

PpB X Cq “ Pple premier dé est pair, le second impairq “ 9{36 “ 1{4 “ PpBq ˆ PpCq

Ainsi les événements A, B, C sont deux à deux indépendants.

PpAX B X Cq “ PpHq “ 0 ‰ PpAq ˆ PpBq ˆ PpCq

Ainsi, A, B, C ne sont pas mutuellement indépendants.

19 / 26



Calcul des probabilités

Formules usuelles

Outline

Espace probabilisé

Propriétés

Conditionnement

Indépendance

Formules usuelles

20 / 26



Calcul des probabilités

Formules usuelles

Formule des Probabilités Totales

Les événements B1, . . . ,Bn forment un système complet d’événements (SCE) :

˝ aucun des événements Bi n’est vide : @i P t1, . . . , nu,Bi ‰ H

˝ les événements Bi sont deux à deux disjoints : si i ‰ j , Bi X Bj “ H

˝ la réunion des événements Bi forme l’univers :
Ťn

i“1 Bi “ Ω

Alors, pour tout événement A :

PpAq “
n

ÿ

i“1
PpAX Bi q “

n
ÿ

i“1
PBi
pAq ˆ PpBi q. (1)

(1) appelée Formule des Probabilités Totales (FPT) permet de déterminer la
probabilité d’un évévénement en le décomposant sur un SCE.
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Formules usuelles

Application

Une population compte 30% d’hommes (H) dont 20% sont malades (M), 50% de
femmes (F ) dont 10% sont malades et 20% d’enfants (E) dont 40% sont malades.
Quelle est la probabilité de M : un sujet choisi au hasard est malade ?

tH,F ,Eu est un SCE :

˝ aucune des catégories H, F , E n’est vide

˝ elles sont deux à deux d’intersection vide (un sujet ne peut être à la fois une femme
et un homme, une femme et un enfant, un homme et un enfant)

˝ un sujet choisi au hasard appartient forcément à l’une des catégories H, F , E .

PpMq “ PpM X Hq ` PpM X F q ` PpM X Eq “ PHpMq ˆ PpHq ` PF pMq ˆ PpF q `
PE pMq ˆ PpEq “ 0, 2ˆ 0, 3` 0, 1ˆ 0, 5` 0, 4ˆ 0, 2 “ 0, 19.

Il y a 19% de malades dans la population.
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Formules usuelles

Formule des Probabilités Composées

A1,A2, . . . ,An sont des événements dont l’intersection est de probabilité non nulle.

Pp
Şn

i“1 Ai q “ PpA1q ˆ PA1 pA2q ˆ PA1XA2 pA3q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ PA1XA2X¨¨¨XAn´1 pAnq.

Cette formule, appelée Formule des Probabilités Composées (FPC), sert à déterminer
la probabilité d’événements structurés chronologiquement.

Justification.

˝ PpA1 X A2q “ PpA1q ˆ PA1 pA2q

˝ PpA1 X A2 X A3q “ PpA1 X A2q ˆ PA1XA2 pA3q “ PpA1q ˆ PA1 pA2q ˆ PA1XA2 pA3q

˝ . . . . . .
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Formules usuelles

Application

Chaque année M. Li tente de gravir l’Everest. La probabilité de réussir est : 0, 4 s’il a
réussi l’année précédente ; 0, 3 s’il a échoué l’année précédente. Quelle est la
probabilité de R4 : M. Li réussit l’Everest pour la première fois après quatre années ?

Ai : M. Li échoue l’année i .

PpR4q “ PpA1 X A2 X A3 X Ā4q

“ PpA1q ˆ PA1 pA2q ˆ PA1XA2 pA3q ˆ PA1XA2XA3 pĀ4q

“ PpA1q ˆ PA1 pA2q ˆ PA2 pA3q ˆ PA3 pĀ4q

“ PpA1q ˆ 0, 7ˆ 0, 7ˆ 0, 3.
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Formules usuelles

Formule de Bayes

A et B sont des événements de probabilité non nulle. Alors :

PBpAq “ PApBq ˆ PpAq{PpBq (2)

(2) est la formule de Bayes ; elle permet de déterminer la probabilité d’une cause
conditionnellement à une conséquence.

Justification. PBpAq ˆ PpBq “ PpAX Bq “ PApBq ˆ PpAq.
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Formules usuelles

Application

Une population compte 30% d’hommes (H) dont 20% sont malades (M), 50% de
femmes (F ) dont 10% sont malades et 20% d’enfants (E) dont 40% sont malades.
Quelle est la proportion d’enfants parmi les malades ?

H

M

M̄

F

M

M̄

E

M

M̄

0, 3

0, 5

0, 2

0, 2

0, 8

0, 4

0, 6

0, 1

0, 9

PpMq “ 0, 19 (Slide 22)

PMpEq “ PE pMq ˆ PpEq{PpMq
“ 0, 4ˆ 0, 2{0, 19

« 0, 42

42% d’enfants chez les malades.
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