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Calcul des probabilités
LEspace probabilisé

Définitions
L'ensemble Q des événements élémentaires résultant d'une expérience aléatoire est un
univers.
Une tribu est un ensemble 7 de parties de Q vérifiant :
(iyQe T
(ii) si A est élément de .7, son complémentaire noté A€ ou A est aussi dans J
(iii) si (An)nen est une suite d'éléments de 7, | J1 %) A, est aussi dans 7.

Un événement est un élément de 7. Deux événements A et B sont disjoints si leur
intersection est vide : An B = (J.

Une mesure de probabilité est une application P qui a tout événement associe un réel
compris entre 0 et 1 traduisant la confiance que I'on met dans la réalisation de cet
événement. Cette application doit satisfaire :

o P(Q2) = 1; la probabilité de I'univers vaut 1

ola probablllte d'une réunion dénombrable d’événements Ag, A1, Az, ... disjoints deux
4 deux est la somme des probabilités des événements : P(| 1% A,) = Z+°C P(Ap).

(Q,.7,P) est alors un espace probabilisé.
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LEspace probabilisé

Exemple

On lance un dé et I'on observe la face apparente.
L'univers est Q = {1,2,3,4,5,6}.

L'ensemble des parties de Q2 peut étre pris pour tribu :

T ={,{1},...,{6},{1,2},...,{5,6},{1,2,3},...,Q}.

o Vie Q,P1({i}) = 1/6 définit une mesure de probabilité : P;. En effet, connaitre la
probabilité des singletons {1},...,{6} permet de calculer la probabilité de n'importe
quel événement de 7.

oVie{l1,2,3,4,5},P>({i}) = 0,1 et P>({6}) = 0,5 définit une autre mesure de
probabilité : Ps.

Les deux univers probabilisés : (Q2,.7,P1), (,.7,P2) ne se distinguent que par la
mesure de probabilité.

Remarque. Choisir une mesure de probabilité fait parfois |'objet d'apres discussions. Il
existe aujourd’hui des outils mathématiques permettant de départager des mesures
concurrentes. Ces outils reposent sur la comparaison de valeurs théoriques fournies par
le calcul des probabilités avec des données expérimentales.
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LPropriétés

Les incontournables

o Le complémentaire d'un événement A se note Ac ou A ; il est formé des événements
élémentaires de Q qui ne sont pas dans A : A = A = {w e Q;w ¢ A}. Les probabilités
de A et de A sont lices : P(A) = 1 — P(A).

o Deux événements A et B sont disjoints s'ils sont d'intersection vide : An B = J ;
ils sont incompatibles si |la probabilité de leur intersection est nulle : P(An B) = 0.
Deux événements disjoints sont incompatibles.

o Si A et B sont deux événements :

(a) P(Au B) =P(A) + P(B) — P(A n B) [Formule de Poincarg]

(b) P(AU B) =P(An B) ; P(An B) = P(A U B) [Formules de De Morgan]
o Si A et B sont deux événements incompatibles : P(Au B) = P(A) + P(B)
o Si A et B sont deux événements et A c B : P(A) < P(B).

o Limite monotone. Si (An)nen est une suite d’événements
(a) croissante pour l'inclusion (Vk € N, Ay < Agy1), alors P(JT% A,) = I|m P(An)

b) décroissante pour l'inclusion (Vk € N, Ax 11 < Ag), alors P +°O 0An) = ||m P(An).
+ ee)
n—
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Exercice 1

70% des étudiants possédent un ordinateur portable, 60% possédent une tablette,
80% possédent I'un ou I'autre.

(a) Quelle proportion des étudiants ne posséde ni tablette ni ordinateur portable ?

Un étudiant est choisi au hasard ; P : il possede un portable ; T : il posséde une
tablette. P(PNT)=P(PuT)=1-P(PuT)=1-0,8=0,2.
20% des étudiants ne possédent ni portable ni tablette.

(b) Quelle proportion des étudiants posséde les deux ?

P(PUT)=PP)+P(T)—P(PnT). Ainsi :
P(PAT)=P(P)+P(T)—P(PuT)=0,7+0,6—-0,8=0,5.
50% des étudiants possédent a la fois une tablette et un portable.

(c) posséder une tablette et posséder un ordinateur portable sont-ils des événements
disjoints ?

Si les événements P et T étaient disjoints, ils seraient incompatibles. Or, ils ne sont
pas incompatibles (P(P n T) = 0,5 # 0) ; donc ils ne sont pas disjoints.
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Exercice 2

Le tableau suivant donne la répartition d'une population selon le genre et I'OS préféré.

OS Préféré
Mac (M)  Windows (W)
Homme (H) 20% 40%
Femme (F) 30% 10%

Genre

Avec quelle probabilité un sujet choisi au hasard :
(a) n'est-il pas une femme préférant Windows ?

P(FAW)=1—P(FAW)=1-0,1=0,9.
Un sujet choisi au hasard a 90% de chances de ne pas étre une femme préférant
Windows.

(b) est-il un homme ou préfére-t-il Mac ?

P(H U M) = P(H) + P(M) — P(H A M) = (0,2 + 0,4) + (0,2 + 0,3) — 0,2 = 0,9.
Ou, en utilisant De Morgan : P(Hu M) =P(F u W) =P(F n W) =0,9.
Un sujet choisi au hasard a 90% de chances d'étre un homme ou de préférer Mac.
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Exercice 3

N désigne le nombre de 1 obtenus quand on lance indéfiniment un dé. Justifier :
P(N = +o) = 1.

Ai,n @ aucun 1 n'apparait entre les lancers k et n (k < n); By : aucun 1 n’apparait a
partir du lancer k.

Si k > 1, la suite (Ax, n)n=k est décroissante pour I'inclusion : si aucun 1 n'apparait
entre les lancers k et n+ 1, aucun 1 n'est apparu entre les lancers k et n.
Or, B, = ﬂ::oi Ak,n @ si aucun 1 n'apparait a partir du lancer k, aucun 1 n'apparait
entre les lancers k et k, ni entre k et k + 1, nientre k et k +2, ...
Donc (Limite Monotone) : P(Bx) = lim P(A, ,) = lim (5/6)"k+1 = 0.

n—0o0 n—oo
Or, la suite (Bg)k>1 est croissante pour l'inclusion : si aucun 1 n'apparait a partir du
lancer k, aucun 1 n'apparait a partir du lancer k + 1.
Donc (Limite Monotone) : P(J %] Bx) = IimOO P(Bx) = 0.

n—

Or, [N < +0] = [J/%] Bk : le nombre de 1 obtenus est fini signifie que I'on n'observe
plus de 1 a partir du lancer 1 ou du lancer 2 ou du lancer 3, ...

Donc : P(N = +o0) =1 —P(N < +0) = 1 —P(US% Bx) = 1.
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L Conditionnement

Probabilité conditionnelle

(92, 7,P) est un espace probabilisé et A un événement de probabilité non nulle.
Pour B € 7, on note P4(B) = P(B|A) = P(B n A)/P(A).

P4 est une nouvelle mesure de probabilité sur .7 ; elle mesure la probabilité des
événements de 7 conditionnellement a la réalisation de A.

(Q,7,P4) est un nouvel espace probabilisé. En particulier : P(B]A) = 1 — P(B|A).

Remarque. L'égalité : Po(B) = P(B n A)/P(A) est équivalente a :
P(A N B) =Pa(B) x P(A) utilisée pour déterminer la probabilité d'une intersection.
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LConditionnement

Exemple

Un couple attendant un enfant posséde autant de chances de voir naitre un garcon
qu'une fille. On choisit une famille 3 deux enfants. Avec quelle probabilité :

(a) les deux enfants sont-ils des filles ?

Les quatre événements élémentaires : (F, F), (F,G), (G, F), (G, G) sont
équiprobables. Ainsi : P((F, F)) = 1/4.

(b) les deux enfants sont-ils des filles sachant que I'ainé est une fille 7

P[(F,F)|(F,F) v (F,G)] = P[(F,F) n ((F,F) v (F, G))]/P[(F,F) v (F,G)] =
P((F, F))/PI(F,F) v (F,G)] = (1/4)/(1/4 + 1/4) = 1/2.

(c) les deux enfants sont-ils des filles sachant que le couple a au moins une fille ?

PI(F,F)|(F,F) v (F,G) v (G, F)] =
P[(F,F) n ((F,F) v (F,G) v (G, F))|/P[(F,F) v (F,G)u (G, F)] =
B((F. F))/B(F.F) U (F,G) U (G, F)] = (1/4)/(1/4 + 1/4 + 1/4) = 1/3,

)
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Exercice 4

70% des étudiants possédent un ordinateur portable, 60% possédent une tablette,
80% possédent I'un ou I'autre. Avec quelle probabilité un étudiant muni d'un
ordinateur portable posséde-t-il aussi une tablette ?

Un étudiant est choisi au hasard ; P : il posséde un portable ; T : il posséde une
tablette. P(P) = 0,7 ;P(T)=0,6 ;P(PuT)=0,8.

D'aprés Exercice 1 : P(P ~ T) = 0,5 dont on déduit :

Tablette
Oui (T) Non (T)
Oui (P) 50% 20%
Portable  \on (B)  10% 20%

Ainsi, Pp(T) = P(T ~ P)/P(P) = 0,5/0,7 = 5/7.
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Exercice 5

On lance deux dés équilibrés. Avec quelle probabilité la somme des deux faces
apparentes est-elle : (a) supérieure ou égale 3 11 ? (b) supérieure ou égale a 11
sachant que le premier dé vaut 6 7

D; : la face apparente dudé i ; S = Dy + D».

Les trente six événements élémentaires : (1,1), (1,2), (1,3), ..., (6,6) sont
équiprobables. Ainsi : P(S = 11) = P({(5,6), (6,6), (6,5)}) = 3/36

P({(6,6),(6,5
B(S > 11ID1 = 6) = mrrs0) (s.8) oy = (2/36)/(6/36) = 2/6.
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Exercice 6

A quelle condition sur I'événement A les mesures de probabilité P et P4 sont-elles
identiques ?

Q est un univers, .7 une tribu sur €, P une mesure de probabilité sur .7 et A un
événement de .7 de probabilité non nulle. Pour tout Be .7 : P(B) = Pa(B). En
particulier, pour B = A : P(A) = Pa(A). Ainsi: P(A) =P(An A)/P(A) =1; Aest
un événement presque siir.
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Calcul des probabilités
L Indépendance

Indépendance de deux événements. (2, 7,P) est un espace probabilisé.
Deux événements A et B sont indépendants si : P(A n B) = P(A) x P(B).

Conséquence. Un événement B est indépendant d'un événement A de probabilité non
nulle ssi : P4(B) = P(B) (la réalisation de A ne modifie pas la probabilité de B).

Justification. Quand A et B sont indépendants :

Pa(B) = P(A n B)/P(A) ind. P(A) x P(B)/P(A) = P(B).

Propriétés.

o Q et (& sont indépendants.

o Si A et B sont deux événements indépendants, A et B le sont aussi.
Indépendance de n événements (n = 3). n événements Aj, ..., A, sont :

o mutuellement indépendants si VK < {1,...,n},P((,cx Ak) = [ Ixex P(Ak)
o indépendants deux a deux si : Vk # ¢, P(Ax n Ap) = P(A) x P(A).

Propriétés. Des événements mutuellement indépendants sont deux a deux
indépendants ; la réciproque est fausse.
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Exercice 7

On tire une carte d'un jeu de trente deux cartes. A : tirer un habillé (Valet, Dame,
Roi) et B : tirer une carte noire (pique, tréfle) sont-ils indépendants ?

Il existe douze habillés et seize cartes noires dans le jeu. Ainsi : P(A) = 12/32,
P(B) = 16/32 = 1/2 et P(A) x P(B) = 6/32 = 3/16.

Six cartes réalisent A et B ; ainsi, P(An B) = 6/32 = 3/16.

P(An B) =P(A) x P(B). Donc A et B sont indépendants.

De facon équivalente, puisqu’il existe six habillés parmi les seize cartes noires :
Pg(A) = 6/16 = 3/8 = P(A). Donc A et B sont indépendants.
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Exercice 8

On lance deux dés. A : la somme des faces apparentes est paire ; B : le premier dé est
pair ; C : le second dé est impair. Les événements A, B, C sont-il indépendants deux
a deux ? mutuellement ?

P(A n B) = P(les deux faces sont paires) = 9/36 = 1/4 = P(A) x P(B)

P(A n C) = P(les deux faces sont impaires) = 9/36 = 1/4 = P(A) x P(C)

P(B n C) = P(le premier dé est pair, le second impair) = 9/36 = 1/4 = P(B) x P(C)
Ainsi les événements A, B, C sont deux a deux indépendants.

P(An B~ C) =P(F) =0 £ P(A) x P(B) x P(C)

Ainsi, A, B, C ne sont pas mutuellement indépendants.
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L Formules usuelles

Formule des Probabilités Totales

Les événements By, ..., B, forment un systéme complet d'événements (SCE) :
o aucun des événements B; n'est vide : Vie {1,...,n},B; # &
o les événements B; sont deux a deux disjoints : si i # j, Bin Bj = J

o la réunion des événements B; forme |'univers : U:?:l B =Q

Alors, pour tout événement A :

P(A) = ZPAmB =Z (B). (1)
i=1 i=1

(1) appelée Formule des Probabilités Totales (FPT) permet de déterminer la
probabilité d'un évévénement en le décomposant sur un SCE.
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L Formules usuelles
Application

Une population compte 30% d’hommes (H) dont 20% sont malades (M), 50% de
femmes (F) dont 10% sont malades et 20% d'enfants (E) dont 40% sont malades.
Quelle est la probabilité de M : un sujet choisi au hasard est malade ?

{H, F,E} est un SCE :

o aucune des catégories H, F, E n’est vide

o elles sont deux a deux d'intersection vide (un sujet ne peut étre a la fois une femme
et un homme, une femme et un enfant, un homme et un enfant)

o un sujet choisi au hasard appartient forcément a I'une des catégories H, F, E.

P(M) = P(M A H) + P(M A F) + P(M A E) = Py(M) x P(H) + Pr(M) x P(F) +
Pe(M) x P(E) = 0,2 x 0,3+ 0,1 x 0,5+ 0,4 x 0,2 =0,19.

Il'y a 19% de malades dans la population.
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L Formules usuelles

Formule des Probabilités Composées

A1,A2,..., A, sont des événements dont |'intersection est de probabilité non nulle.
]P( 7:1 A,') = ]P(Al) X PA]_ (Az) X ]P)Aj_mAz (A3) X+ X PAlmAzm...ﬁAn71 (An)

Cette formule, appelée Formule des Probabilités Composées (FPC), sert & déterminer
la probabilité d'événements structurés chronologiquement.

Justification.
o P(Al ) Az) = P(Al) X ]P’Al (Az)
o P(Al @) A2 n A3) = P(Al N Az) X PAlmAz (A3) = ]P(Al) X PA1 (Az) X IP)A1ﬁA2(A3)
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L Formules usuelles

Application

Chaque année M. Li tente de gravir |'Everest. La probabilité de réussir est : 0,4 s'il a
réussi I'année précédente ; 0,3 s'il a échoué |'année précédente. Quelle est la
probabilité de R4 : M. Li réussit I'Everest pour la premiére fois aprés quatre années ?

A; : M. Li échoue I'année i.

A]_) X PA1 (Az) X PAZ(A3) X PA3(/‘_\4)

(
(A1) X Pay (A2) x Paynag (As) X Pas~apnas (As)
(
(A1) x 0,7 x 0,7 x 0,3.
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Formule de Bayes

A et B sont des événements de probabilité non nulle. Alors :

Pg(A) = Pa(B) x P(A)/P(B) ()

(2) est la formule de Bayes ; elle permet de déterminer la probabilité d'une cause
conditionnellement & une conséquence.

Justification. Pg(A) x P(B) = P(An B) = Pa(B) x P(A).
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L Formules usuelles

Application

Une population compte 30% d’hommes (H) dont 20% sont malades (M), 50% de
femmes (F) dont 10% sont malades et 20% d'enfants (E) dont 40% sont malades.
Quelle est la proportion d’enfants parmi les malades ?

o2 8T M P(M) = 0,19 (Slide 22)
0,2 M Py (E) = Pg(M) x P(E)/P(M)

—_— =0,4x0,2/0,19
~ 0,42

— 42% d'enfants chez les malades.
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