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Feuille d’exercices i 3 : Echantillonnage

| - Une population comprend 5 nombres: 2, 3, 6, 8 et 11.

Calculer la moyenne et la variance de cette population.

2. On considere tous les échantillons possibles de taillégairec remisede cette population.
a. Combien sont-ils?

b. Calculer la moyenne et la variance de la distribution d’étilannage de la moyenne
de ces échantillons.

Mémes questions qu’a?) dans le cas d’un tirageans remise

Retrouver les résultats a I'aide des formules des distdhatd’échantillonnage des
moyennes.
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Il - Une urne contient cing boules, trois blanches et deux soda se propose de tirer tous
les échantillons possibles de taille trois, d’abord avegise puis sans remise.
1. Calculer dans les deux cas, le nombre d’échantillons.

2. Calculer dans les deux cas, la moyenne et la variance dettddton d’échantillonnage
des fréquences.

3. Retrouver ces résultats a I'aide des formules des distoibsit’échantillonnage.

Il - En 1970, les 1200 locataires d’'une tour d’habitation ost@ds répartis de la fagon

suivante :
Poids en Kg Proportion des locataires
25 0,2
50 0,3
75 0,4
100 0,1

Chaque ascenseur de I'immeuble a une charge limite de Inéton

1. Si21 locataires quelconques se pressent dans un asceqsaie est la probabilité gu'il ne
soit pas en surcharge ? Toute la démarche permettant denpaugésultat sera
développée. (on donne 52525 x 21).

2. En 2010, cette derniere probabilité va@t De quel pourcentage la population de cette tour
a-t'elle grossi entre 1970 et 2010. On supposera que le phnéme de prise de poids est
homogene au sein de la population étudiée et qu'il est inthig® du poids initial des
individus.



IV - (Session de Juin 2015 Extrait )

Dans le cadre d’un enseignement d’'informatique, chacurttleBants de deux filieres,
(Master d’économie et Master de Droit) est invité a remettrsujet de projet avant les vacances
de Noél. On sait qu’habituellement la moitié d’entre euxeéom sujet a cette date.

1. Quelle est la probabilité que plus désdes étudiants de Master d’économie remettent un
sujet, s’ils sont au nombre de 49?7

2. Quelle est la probabilité que I'écart entre les deux tauxetieise des deux groupes
d’étudiants excede 17 unités de %, les étudiants de Masferaieétant au nombre de 169?
(Ondonney/ 169= 13 ; /218 =~ 15)

V - (Session de Juin 2016

Sur la planéte Statistika, deux especes intelligenteshiteim : les "Simples” et les
"Doubles”. En notant respectivemext et XP les tailles des individus (en cm) des races
"Simples” et "Doubles”, on sait qu¥> = LN(m,o) etXP = LN(2m, 25). D’autre part, dans la
population totale de la planéte, les "Simples” sont en pridpop.

1. On noteX la variable aléatoire représentant la taille d’'un indivipikelconque de la planete
Statistika.

a. Donner I'expression dX en fonction dexs et XP.

b. Quelle est la loi suivie par la variable aléatox¥e Justifier votre réponse.

c. CalculerE[X] I'espérance d&X etVar[X] la variance de&X en fonction des parametres
m, o etp.

d. On préléeve au hasard un individu de chaque race. A partir ddequaleur dg -2 ) la
probabilité que{XP > XS} devient-elle supérieure a 0,8413 ?

2. On pose = % On préléve au hasard un échantillon de 100 individus dedlagbé et on
noteFqp la variable aléatoire représentant la proportion de "Saspbbservée dans cet
échantillon.

a. Déterminer complétement la loi de probabilité suivie pdteceariable aléatoire.
Justifier soigneusement votre réponse (on dojine= 2, 4).

b. Calculera = prob{0,6 < Fip < 0,7}.

c. Construire et calculer un intervalle de fluctuation de aiv®,95 pour la variable
aléatoireF100. On notela b] cet intervalle.

d. En notant~, la variable aléatoire représentant la proportion de "Saspbbservée
dans un échantillon aléatoire de taiiequelle devrait étre la taille minimale siI'on
souhaite querob{a < F, < b} > 0,9973. Commenter le résultat obtenu.

e. Dans I'échantillon initial de taillen = 100, on observe 64 "Simples” et 36 "Doubles”.
Ces valeurs sont-elles compatibles avec les résultataudtrix questionb. et2.c..
Justifier votre réponse.

3. On pose maintenamh = 110cmets = 6¢cm. On note respectivemeXf et XP les variables
aléatoires représentant les tailles moyennes observasdatadeux sous-échantillons de
"Simples” et de "Doubles”.

a. Déterminer précisément les lois de probabilité suiviescpardeux variables aléatoires.

b. Calculerp = prob{XP > 2XS}. Ce résultat était-il prévisible ?

c. En notantX;o la variable aléatoire représentant la taille moyenne ddisidus dans
I'’échantillon initial, donner I'expression déoo en fonction dexS et deXP.

d. Déduire de ce qui précéde la loi suivie par la variable aléaioo.

e. CalculerE[X100] I'espérance d&Xioo et Var[Xioo] la variance déjoo.



VI - Considérons deux populations de grande taille (populaiet populatiorB). Dans la

populationA, la proportion d’'individus possédant un certain caractgraitatif estpa = %

tandis que dans la populati@cette proportion egis = % On préléve dans chaque population
un échantillon aléatoire de taille= 100. On note respectivemerf et F§ les proportions
d’individus possédant le caractére étudié dans les édloastissus des populatiodset B.

1.

Déterminer complétement la loi de probabilité suivie pardeable aléatoiré& (Toute la
démarche permettant de parvenir au résultat sera déjaligeléduire celle suivie par la
variable aléatoir&g.

. Calculera; = prob{0,2< F{ < 0,3} eta; = prob{0,2 < F§ < 0, 3}. Ce résultat était-il

préevisible et pourquoi ?

Construire et calculer un intervalle de fluctuation de niv®, 99 pour la variable aléatoire
FA.

Calculerp = prob{FA > FB}. Pour calcule, vous pourrez considérer la variable aléatoire
D = FB - FA et déterminer complétement sa loi.

Quelle devrait étre la taille des deux échantillons si I'entvque la probabilité précédemnte
soit au moins égale a 0, 05. Justifier soigneusement vgiense.

Expliquer ce dernier résultat.
NB : On donne/ 10~ 3,2:,/6 ~ 2,5

VII - (Session de Juin 2014
On noteX la variable aléatoire représentant I'accroissement drdeugille (en cm) des

enfants d’une certaine classe d’age. Dans la populatiosaibmueE[X] = my = 6,5 et que
Var[X] = 0% = 16.

1.

2.

Expliquez a I'aide d’'un calcul simple pourquibin’est pas raisonnablede supposer qu¥
suit une loi de Laplace-Gauss.

On préléve parmi les individus de cette classe d’age, unrditioa aléatoire de 400 enfants,
400

et on observe I'évolution de leur taille pendant un an. O Xago = 555 > Xi.
i=1

a. Que représente la variable aléatoXigo ?

b. Déterminer complétement la loi de probabilitéXigo. Justifier votre réponse de la
facon la plus précise possible.

Construire un intervalle ayant 92% de chances de contagir

d. Quelle doit étre la taillen de I'échantillon & prélever si I'on souhaite avoir au moins

99,5% de chances d’observer la moyenne d’échantillonnage ldntervalle précédent
?

o

Dans la population étudiée, la croissance de la taille pasthomogene car, au sein de cette
classe d’age, les filles grandissent plus que les garconsffet, chez les gargons
E[X] = m¢ = 5,5 alors que chez les filld§X] = m{ = 8. Par contre la dispersion est la
méme dans les deux groupes et est égale a celle observéégpsentble de la population
(0>2<,G = O')Z(,F = 0% = 16).
a. Déduire de ce qui précede, la part de la population mascalirsein de la classe d’age
étudiée.
b. L’échantillon initialement prélevé comprend 256 garcons4et filles. On noterag et
Xr les moyennes d’échantillonnages observées sur les 2 shastélons.
i. Déterminer complétement les lois suivies par les varial@satoires<g et X.
ii. Calculera = prob{Xs > X¢}. Le résultat obtenu vous parait-il logique ?
iii. Pour quelle valeur d$ observerait-om = % ? Justifier votre réponse de fagon
précise.



c. On noteF, la variable aléatoire représentant la proportion de gargams un
échantillon de taillen prélevé aléatoirement au sein de la classe d’age étudiée.
i. Déterminer la loi suivie par la variable aléatokg en supposant queest
suffisamment grand.

ii. Construire un intervalle de fluctuation de niveau 0,997@rpa variableF,.

iii. En posant = 400, déterminer numériqguement les bornes de cet intergtlle
confronter ce résultat avec la valeurfgeeffectivement observée dans
I’échantillon de 400 enfants.

VIII - (Session de Juin 2018 Extrait)

Dans un garage de réparation automobile, depuis le débiardeske 2018, le montant moyen
d’une facture est de 75 euros pour un écart-type de 90 eurosoteraX la variable aléatoire
représentant le montant d’une facture quelconque.

1. Ces données permettent-elles de penser que la distrildgitnvariableX est gaussienne ?

Justifier votre réponse.

2. Pour les 225 factures emises lors de la derniere semaingldi@awmontant moyen est de 85
euros.On notX le montant moyen observé sur un échantillon aléatoire tle tai= 225.

a. Déterminer complétement la loi de la variable aléatiiren justifiant soigneusement
votre réponse.

b. Construire un intervalle de fluctuation de niveau 0,985rgawariable aléatoirX. On
noterala, b] cet intervalle.

c. Calculer la probabilité qu’un échantillon aléatoire dee¢dille extrait de la population
habituelle donne un montant moyen au moins aussi écartévagelar attendue que
I'est 85.

d. En notantX, la variable aléatoire représentant le montant moyen aakuwd un
échantillon aléatoire defactures, a partir de quelle taille d’échantillon doit-on
observer prob{a < X, < b} > 0,95?

e. Siune autre semaine donne lieu a I'’émission d’un nombreatares moins élevé que
225, le garage a-t-il plus ou moins de chances que pour lacdersemaine d’avril de
trouver un montant moyen supérieur a 85 euros. La solutiarette question doit étre
obtenuesans calcul seulement au moyen tun raisonnement

3. Les trois quarts des factures sont des factures de mécagtitpiguart restant représente des
factures de carrosserie. On nétgla variable aléatoire représentant la proportion de
factures de mécanique observée sur un échantillon aléaeitaillen = 225.

a. Déterminer complétement la loi de la variable aléatbireen justifiant soigneusement
votre réponse.

b. Dans le lot de 225 factures de la derniére semaine d’avi@ sEbilement sont des
factures de mécanique. Cette proportion observée peugpflaraitre comme
significativement différente de la proportion attenduerc®nsidérera la différence
comme significative si elle a moins de 1 chances sur 100 decskeipe.(On donne
\/§ = 1!7)

c. La premiére semaine de mai a donné lieu a I'établissemekfatsures parmis
lesquelles on a p décompter 130 factures de mécaniquendeida variable
aléatoire représentant la proportion de factures de mggambservée sur un
échantillon aléatoire de taille Sachant querob {F, > 4323} = 0,281, en déduire la
valeur dek, nombre de factures établies par le garage lors de la preségnaine de
mai. On se contentera ici de trouver une équation sans ladeso



IX - (Session de Mai 2017 Extrait )
Une machine conditionne des pruneaux en poches de 25 W@itésit que le poids d’'un
pruneau, not&, est une variable aléatoire qui suit une loi normale d’empéem = 10 grammes
et d’écart-typer = 1 gramme. On notP la variable aléatoire représentant le poids en pruneaux
d’'une poche quelconque.
1. Quelle est la loi suivie pdP ? Justifier votre réponse.
2. Calculer les parametres de la loi B€son espérance noté&£P) et son écart-type noep).

3. Les normes Européennes imposent d’indiquer sur la pochadis pet des pruneaux
conditionnés. On décide de fournir ce renseignement sdosrtee suivante :

Poids Net : 250grammes + o grammes

a. Déterminerx de telle sorte que I'on ait 97 % de chances de trouver le paids e
pruneaux d’'une poche quelconque a l'intérieur de cet iatégy

b. La valeur précédente n’étant pas entiere, on décide pogliende choisira = 10
grammes. Calculer la probabilité (notgequ’en prélevant alors une poche au hasard
dans la production on trouve un poids de pruneaux dansiialle correspondant.

4. Un futur partenaire en charge de la commercialisation dekg®de pruneaux décide de
vérifier la pertinence des renseignements inscrits sm@lage. Il préléve pour ce faire,
trois poches au hasard dans la production de la période quirgient beaucoup, et pese les
pruneaux contenus dans chacunes d’entre elles. Il trouvedsux des trois poches, un
poids de pruneaux a I'extérieur de I'intervalle mentiono@\i de la questioB-b). Evaluer
la probabilité d’un tel événement en justifiant soigneusetwotre réponse.

X- Probléme de révision- (Session de Juin 201)7
Aprés correction des copies, la distribution des notes dxamen national impliquant un
grand nombre de candidats peut étre considérée comme uablgaléatoire (notéx)
d’espérance égale a 9 et d’écart-type égal a 3.
1. Al'aide de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, calculamajorant de la probabilité que
X differe de son espérance de plus de 2 fois son écart-typgs ¥6nirnirez une bonne raison
d'utiliser cette inégalité dans le cas présent.

n
2. On préléve au hasard un échantillonrdeopies corrigées et on noke = + > X; la

variable aléatoire égale a la moyenne des notes de cet éidmant
a. Donner la loi deX,, (justifier soigneusement les hypothéses), son espérasos e
écart-type.
b. Construire un intervalle de fluctuation de niveau 0,975rpawariableX.,.

3. Pour la saisie administrative des notes, chaque employémttecd’examen effectue son
travail par tas da copies. Deux employés du centre d’examen travaillent enertémps et
saisissent les notes d’'un tasmeopies chacun. Soit la probabilité que la moyenne (sur les
n copies) obtenue par I'un des employés soit supérieure d@ns®,5 point a celle obtenue
par l'autre.

a. Evaluer cette probabilité en fonction de la valeumde

b. Représenter graphiqguement I'évolutionaden fonction den. Ce résultat était-il
prévisible ? Pourquoi ?

c. A partir de quelle valeur de cette probabilité devient elle inférieure a 2,5% ?

4. On considere maintenant deux correcteurs distincts dexeeten. Les deux correcteurs ne
sont pas aussi indulgents I'un que I'autre. On peut considgire les notes données par les
deux correcteurs (notés respectivement 1 et 2) ont lestéaisitjues suivantes :



Correcteurn®l: E[X1] =9+ u c1=3-U
Correcteurn®2: E[X2] =9-u o2=3+U
oupu € [0; 3]. On preleve aléatoirement deux échantillons de 100 copiegées par
chacun des deux correcteurs et on nétet X, les variables aléatoires correspondant aux
moyennes respectives obtenues dans les deux échantillons.
a. Déterminer complétement les lois suivies par les varia¥lest X,.
b. Représenter shématiquement les fonctions de densités dieor variables sur un
méme graphique.
c. On notep la probabilité de I'événemeriX; > X,}.
i. EnnotanD = X; — X», déterminer complétement la loi @&
ii. Calculerp en fonction deu.
d. Pour quelle valeur de cette probabilité est-elle minimale ? Que vfutans ce cas la ?
Expliquer ce résultat.
e. Calculer la valeur dg associée & = 0,975.
5. On suppose maintenant que les distributions des notes desdeecteurs sont gausiennes

et on s’intéresse au cas d’un étudiant ayant absolumeninbdsme note supérieure ou
égale & 15 sur 20 a cet examen.

a. En quoi les hypotheses sur les loisXieet X, sont elles nécessaires dans cette situation
?

b. Quel correcteur préferera-t'il se voir désigner, en famctle la valeur prise par le
parametreu ? (iciu € [0; 3)).

Xl - Probléme de révision- (Session de Mai 2018
Apres correction des copies, la distribution des noteséjgdéuve de statistiques (notée sur
20 points) d’'un concours national impliquant un grand nard® candidats fait apparaitre une
moyenneam = 8,5 pour un écart-type = 2.
1. En notantX |la variable aléatoire représentant la note obtenue parnaidat quelconque,
évaluera = prob{2,5 < X < 14,5;. Expliquer et justifier précisément la méthode utilisée.
2. On préleve, dans I'ensemble des copies, un échantillogseptatif de 36 copies.
a. Calculer la probabilité que la note moyenne de ces 36 copies@amprise entre 8 et
10. Toute la démarche permettant de parvenir au résulatseaillée.
b. Construire un intervalle de fluctuation de niveau 0,93 gaurote moyenne de ces 36
copies. On noterga, b] cet intervalle.

c. Quelle taille minimale d’échantillon devrions nous pr@&esi I'on souhaitais que la
probabilité que la note moyenne observée appartiennetariialle[a, b] dépasse
99,5% ?

3. On préleve dans I'ensemble des copies un second écharaiéatoire de 64 copies.
Calculer la probabilité que I'écart entre les notes moysres deux échantillons soit
supérieur a 1,2 point.

4. Pour le centre d’examen de Bordeaux, 100 candidats ont pépsguve de statistiques. La
note moyenne observée dans ce centre est égale a 10,2 .rRearisidérer ce groupe
d’étudiants comme représentatif de 'ensemble des éttgdaant passé I'épreuve ?
Justifier soigneusement votre réponse.

5. Parmiles 100 candidats bordelais on compte 36 filles. La maiyenne de ces candidates
est de 11 sur 20.
a. Déduire de ce qui précede la note moyenne des candidats Imastwcentre
d’examen de Bordeaux.



b. La différence des notes moyennes, observée entre les deupeay, est-elle
significative ? Justifier votre réponse.



