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Chapitre 4 - Suites Numériques

Présentation

Introduction

Suites de nombres

Une suite numérique est une application définie sur un intervalle non majoré d’entiers
naturels, à valeur dans R.

Plus simplement. Une suite numérique est une liste infinie et ordonnée de nombres
réels : le premier, le second, le troisième, etc. que l’on appelle des termes.

Notation.

◦ Si le premier terme est u1 : le second est u2, le troisième u3 et le ne terme : un.

La suite est alors notée : (un)n∈N\{0}

◦ Si le premier terme est u0 : le second est u1, le troisième u2 et le ne terme : un−1.

La suite est alors notée : (un)n∈N ou (un)

Dans tous les cas, un s’appelle le terme de rang n.

Exemple.

u0 = 36 : le salaire (en ke) de M. Li en 2015 ; u1 = 38 : son salaire de 2016 ;
u2 = 40 : son salaire en 2017, . . . , un : son salaire n années après 2015.

Les termes de la suite (un) sont les salaires annuels de M. Li à partir de 2015.
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Présentation

Définir une suite

Suites explicites�



�
	Une suite est explicite s’il existe une fonction associant à tout rang le terme qui lui

correspond

Exemple.

(un) est la suite définie par : pour tout n ∈ N, un = n2 + 1.

Le terme de rang n : un est l’image de n par la fonction x 7→ x2 + 1.

Pour déterminer la valeur du terme de rang 5 sous R :

u <- function(n){nˆ2+1} ; u(5)

Pour représenter les premiers termes de (un) :

plot(0:10,u(0:10))

Remarque.

Lorsqu’une suite est explicite, on calcule chaque terme à partir de son rang sans avoir
à déterminer la valeur des termes qui le précèdent.
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Présentation

Définir une suite

Suites récursives�



�
	Une suite est récursive s’il existe une fonction associant tout terme aux termes précé-

dents

Exemple.

(vn) est la suite définie par : v0 = 1 et pour tout n ∈ N\{0}, vn = v2n−1 + 1.

Le terme de rang n : vn est l’image de vn−1 par la fonction x 7→ x2 + 1.

Pour calculer le terme de rang 5 sous R :

v <- function(n){if (n==0) return (1) else return (v(n-1)ˆ2+1}

sapply(5,v)

Pour représenter les premiers termes :

plot(0:5,sapply(0:5,v))

Remarque.

Lorsqu’une suite est récursive :

- on doit calculer les termes précédents pour obtenir la valeur d’un terme quelconque

- on cherche à obtenir une définition explicite pour réduire les calculs.
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Présentation

Définir une suite

Exercice

Les premiers termes d’une suite (un) : u0 = 0 ; u1 = 1 ; u2 = 3 ; u3 = 7 ; u4 = 15 . . .

(a) Proposez une définition récursive de (un)

Ce qu’on observe : chacun des termes de rang 1 à 4 s’obtient en ajoutant 1 au double
du terme précédent.

Ce qu’on propose : le terme de rang n ≥ 1 s’obtient en ajoutant 1 au double du terme
de rang n − 1 :

un = 1+ 2un−1

(b) Proposez une définition explicite de (un)

On remarque : u0 = 20 − 1 ; u1 = 21 − 1 ; u2 = 22 − 1 ; u3 = 23 − 1 ; u4 = 24 − 1.

Ce qu’on propose : pour tout n ∈ N : un = 2n − 1.

Pb : les définitions de (un) proposées en (a) et (b) coïncident-elles ?

(c) Représentez sous R les huit premiers termes de (un).

En adoptant la définition (b) de (un) :

u <- function(n){2ˆn-1} ; plot(0:7,u(0:7))
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Présentation

Représenter une suite

Suites explicites

Si une suite (un) est explicite : un = f (n), ses termes sont représentés par les
ordonnées des points d’abscisse entière sur la courbe y = f (x).

Exemple.

Représenter les termes de la suite (un) définie par : un =
√
1+ n.

La courbe y =
√
1+ x étant tracée, les termes de la suite (un) sont les ordonnées des

points (n,
√
1+ n) ; n ∈ N.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

•

•
•

•
•

•
•

•
•

•
•

u0

u1

u2

u3

u4

u5
u6

(un)

x

y

y =
√

1 + x
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Présentation

Représenter une suite

Suites récursives
Si une suite (un) est récursive : un+1 = f (un) ses N premiers termes sont représentés
selon la procédure itérative suivante.

(a) tracer la courbe : y = f (x), la droite : y = x et placer u0 sur (Ox)

(b) pour k allant de 0 à N − 1 :

(i) placer uk+1 = f (uk ) sur (Oy) avec la courbe y = f (x)

(ii) reporter uk+1 sur (Ox) avec la droite y = x .

Exemple.

Représenter les trois premiers termes de (un) : u0 = −1, 5 ; ∀n ∈ N, un+1 =
√
2+ un.
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Présentation

Représenter une suite

Suites récursives
Si une suite (un) est récursive : un+1 = f (un) ses N premiers termes sont représentés
selon la procédure itérative suivante.

(a) tracer la courbe : y = f (x), la droite : y = x et placer u0 sur (Ox)

(b) pour k allant de 0 à N − 1 :

(i) placer uk+1 = f (uk ) sur (Oy) avec la courbe y = f (x)

(ii) reporter uk+1 sur (Ox) avec la droite y = x .

Exemple.

Représenter les trois premiers termes de (un) : u0 = −1, 5 ; ∀n ∈ N, un+1 =
√
2+ un.

−2 −1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5 2 2.5

u0

x

y

y =
√

2 + x
y = x

(a)
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Présentation

Représenter une suite

Suites récursives
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−2 −1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5 2 2.5

u0

u1•

x

y

y =
√

2 + x
y = x

(a)
(b) k = 0 (i)
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Présentation

Représenter une suite

Suites récursives
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Présentation

Représenter une suite

Suites récursives
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•
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Présentation
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Présentation

Représenter une suite

Suites récursives
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√
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(b) k = 0 (i) (ii)
(b) k = 1 (i) (ii)
(b) k = 2 (i) (ii)
(b) . . .

8 / 44



Chapitre 4 - Suites Numériques

Présentation

Sommes partielles

Présentation

◦ La somme des premiers termes d’une suite (un) forme la suite (Sn) des sommes
partielles : pour tout n ∈ N, Sn =

∑n
k=0 uk .

Exemples.

- Si un = n, alors Sn =
∑n

k=0 uk = 0+ 1+ 2+ · · ·+ (n − 1) + n = n × (n + 1)/2

- Si un = qn (q 6= 1) : Sn =
∑n

k=0 uk = q0 + q1 + q2 + · · ·+ qn−1 + qn = 1−qn+1

1−q
.

Applications.

Si un représente le montant épargné par M. Jun au cours de la ne année suivant 2010,
Sn =

∑n
k=0 uk représente le capital épargné de 2010 à 2010+n.

◦ Sous R. La suite des sommes partielles se définit avec la fonction : sum()

Exemple.

La somme des inverses des 10 premiers entiers non nuls : 1/1+ 1/2+ · · ·+ 1/10
s’obtient avec : sum(1/(1:10))

La suite de terme général Sn =
∑n

k=1 1/k est définie sous R par :
S <- function(n){sum(1/(1:n))}
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Présentation

Sommes partielles

Exercice
La suite (un)n∈N\{0} est définie par : un = 1/[n(n + 1)].

(a) Calculez la somme des termes de (un) jusqu’au rang 3.

Sn =
∑n

k=1 uk =
∑n

k=1 1/[k(k + 1)] : la suite des sommes partielles au rang n.

S3 =
∑3

k=1 1/[k(k + 1)] = 1/(1× 2) + 1/(2× 3) + 1/(3× 4) = 3/4.

(b) Calculez la somme des termes de (un) jusqu’au rang 20.

S20 =
∑20

k=1 1/[k(k + 1)] = 1/(1× 2) + 1/(2× 3) + · · ·+ 1/(20× 21).
Avec R : u <- function(n){1/(n*(n+1))} ; sum(u(1:20)). Ainsi : S20 ≈ 0, 95

(c) Montrez que la somme des termes de (un) jusqu’au rang n est : n/(n + 1)

Pour k ∈ N\{0} : 1
k(k+1) = (k+1)−k

k(k+1) = 1
k
− 1

k+1 .

Ainsi : Sn = 1
1×2 + 1

2×3 + 1
3×4 + · · ·+ 1

n×(n+1)

Ainsi : Sn = ( 11 −
1
2 ) + ( 12 −

1
3 ) + ( 13 −

1
4 ) + · · ·+ ( 1

n−1 −
1
n
) + ( 1

n
− 1

n+1 )

Ainsi : Sn = 1
1 − AA

1
2 + AA

1
2 − AA

1
3 + AA

1
3 − · · · − AA

1
n
+ AA

1
n
− 1

n+1 = 1− 1
n+1 = n

n+1

NB. La suite (Sn) des sommes partielles d’une suite (un) est définie par la relation
récursive : Sn = Sn−1 + un ; mais on ne peut pas toujours la définir explicitement.
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Suites usuelles

Suites arithmétiques

Présentation
A quoi reconnaît-on une suite arithmétique ?

Chaque terme s’obtient en ajoutant un nombre constant au terme précédent.

Exemple

2 5 8 11 . . .

+3 +3 +3 +3

Chaque terme s’obtient en ajoutant 3 au pécédent : suite arithmétique de raison 3

Contre-exemple

5 9 13 18 . . .

+4 +4 +5

La différence enre deux termes consécutifs n’est pas constante : suite non arithmétique�



�
	Une suite est arithmétique si la différence de deux termes consécutifs est constante ;

cette différence s’appelle la raison.

Exemple. La suite (un) définie par : un = 2n + 5 est arithmétique.

un+1 − un = 2(n + 1) + 5− (2n + 5) = 2. (un) est arithmétique de raison 2.
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Suites usuelles

Suites arithmétiques

Propriétés�
�

�
�

(un) est une suite arithmétique de raison r :

- deux termes quelconques up et uq sont liés par : uq = up + (q − p)× r .

- la somme des termes de rang p à q (q ≥ p) est :
∑q

k=p uk = (q − p + 1)(up + uq)/2

Application.

Tom a épargné 760 e en 2015 ; or, il épargne chaque année 100 e de plus que l’année
précédente.

Combien a-t-il épargné (a) en 2010 ? (b) de 2010 à 2016 ?

Supposons que Tom épargne à partir de 2010 et notons un le montant épargné dans la
ne année suivant 2010. La suite (un) est arithmétique de raison r = 100 et u5 = 760.

(a) Le montant épargné en 2010 est : u0 = u5 + (0− 5)× 100 = 260 e.

(b) Le montant épargné de 2010 à 2016 est :∑6
k=0 uk = (6− 0+ 1)× (260+ 260+ 6× 100︸ ︷︷ ︸

u6

)/2 = 3920 e.
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Suites usuelles

Suites arithmétiques

Exercice

(un) est arithmétique ; u2 = 3 et
∑10

k=5 uk = 84.

(a) Que vaut la raison ?

84 =
10∑
k=5

uk

= (10− 5+ 1)× (u5 + u10)/2

= 6× (u2 + (5− 2)× r︸ ︷︷ ︸
u5

+ u2 + (10− 2)× r︸ ︷︷ ︸
u10

)/2

= 3× (6+ 11× r)

Ainsi, 3× (6+ 11× r) = 84 et r = 2.

(b) Que vaut le premier terme u0 ?

u0 = u2 + (0− 2)× r = 3− 2× 2 = −1;

Pour s’entraîner : https://forms.gle/4jHk2SKMdoBGrCoZ8
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Suites usuelles

Suites géométriques

Présentation
A quoi reconnaît-on une suite géométrique ?

Chaque terme s’obtient en multipliant le précédent par un nombre constant.

Exemple

3 6 12 24 . . .

×2 ×2 ×2 ×2

Tout terme s’obtient en multipliant le précédent par 2 : suite géométrique de raison 2

Contre-exemple

5 15 45 144 . . .

×3 ×3 ×3, 2

Le quotient de deux termes consécutifs n’est pas constant : suite non géométrique�



�
	Une suite à termes non nuls est géométrique si le quotient de deux termes consécutifs

est constant ; ce quotient s’appelle la raison.

Exemple. La suite (vn) définie par : vn = 3× 2n est géométrique.

vn+1/vn = (3× 2n+1)/(3× 2n) = 2. (vn) est géométrique de raison 2.
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Suites usuelles

Suites géométriques

Propriétés�
�

�
�

(vn) est une suite géométrique de raison q (q ∈ R\{0}) :
- deux termes vp et vn (n ≥ p) sont liés par : vn = vp × qn−p .

- la somme des termes de rang p à n (n ≥ p) est :
∑n

k=p vk = vp(1− qn−p+1)/(1− q)

Application.

Bob a épargné 760 e en 2015 ; or, il épargne chaque année de 10% de plus que
l’année précédente.

Combien a-t-il épargné (a) en 2010 ? (b) de 2010 à 2016 ?

Supposons que Bob épargne à partir de 2010 et notons vn le montant épargné dans la
ne année suivant 2010. La suite (vn) est géométrique de raison q = 1, 1 et v5 = 760.

(a) Le montant épargné en 2010 : v0 = v5/q5 ≈ 471, 9 e.

(b) Le montant épargné de 2010 à 2016 :∑6
k=0 vk = v0 × (1− q6−0+1)/(1− q) ≈ 4477 e
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Suites usuelles

Suites géométriques

Exercice

(vn) est géométrique ; v5 = 2, 43 et
∑7

k=5 vk = 31, 59.

(a) Que vaut la raison ?

31, 59 = v5 + v6 + v7 = v5 + v5 × q + v5 × q2 = v5(1+ q + q2)

La raison q est donc solution de 1+ q + q2 = 31, 59/2, 43 = 13.

Ainsi : q ∈ {3;−4}

(b) Que vaut le premier terme v0 ?

◦ Si q = 3, alors : v0 = v5/q5 = 2, 43/35 = 0, 01

◦ Si q = −4, alors : v0 = v5/q5 = 2, 43/(−4)5 ≈ −0, 0024

(c) Que vaut la somme des cinq premiers termes de (vn) ?

Pour q = 3 :
∑4

k=0 vk = v0 × (1− q5)/(1− q) = 0, 01× (1− 35)/(1− 3) = 1, 21.

Pour s’entraîner : https://forms.gle/tiAim21zMFk2QRFG8
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Suites usuelles

Suites arithmético-géométriques

Présentation�
�

�

Une suite (un) est arithmético-géométrique s’il existe une fonction affine associant à

chaque terme le terme suivant : pour tout n ∈ N, un+1 = αun + β ; α, β ∈ R

Remarque.

◦ Si α = 1, (un) est arithmétique de raison β
◦ Si β = 0, (un) est géométrique de raison α

Application.

M. Jun épargne 10 ke en 2015. Chaque année son capital gagne 10% de sa valeur et
M. Jun épargne à nouveau 500 e.

Quelle relation existe-t-il entre le capital de M. Jun lors de deux années consécutives ?

un : le capital (en ke) de M. Jun n années après 2015 (n ∈ N)

u0 = 10 et pour tout n ∈ N : un+1 = 1, 1× un + 0, 5

Le capital de M. Jun en 2011 est : u1 = 1, 1× 10+ 0, 5 = 11, 5

Le capital de M. Jun en 2012est : u2 = 1, 1× 11, 5+ 0, 5 = 13, 15

Le capital de M. Jun en . . . est : . . .
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Suites arithmético-géométriques

Propriété�
�

�



Une suite (un) est arithmético-géométrique : ∀n ∈ N, un+1 = αun + β ; α, β ∈ R
Si α 6= 1, alors : un = αn(u0 − β/(1− α)) + β/(1− α).

Justification.

Si γ = β/(1− α), la suite définie par : vn = un − γ est géométrique de raison α :
vn+1 = un+1 − γ = αun + β − γ = α(un − γ) + αγ + β − γ = αvn + γ(α− 1) + β =
αvn + γ(α− 1) + γ(1− α) = αvn.

Ainsi, pour tout n ∈ N : vn = v0αn ; or, vn = un − γ et v0 = u0 − γ.
Donc : un − γ = αn(u0 − γ) et un = αn(u0 − γ) + γ

Application.

Exprimez le capital de M. Jun selon l’année.

un : le capital (en ke) de M. Jun n années après 2015 (n ∈ N)

u0 = 10 et pour tout n ∈ N : un+1 = 1, 1× un + 0, 5

(un) est arithmético-géométrique et pour tout n ∈ N :

un = 1, 1n × (10− 0, 5/(1− 1, 1)) + 0, 5/(1− 1, 1) = 15× 1, 1n − 5.

Ainsi, en 2024 le capital dont dispose M. Jun est : u9 = 15× 1, 19 − 5 ≈ 30, 37 ke. 19 / 44



Chapitre 4 - Suites Numériques

Suites usuelles

Suites arithmético-géométriques

Exercice
En 2015, Paul détenait 2346 e. Or, l’argent de Paul est placé à 2% (taux d’intérêt
annuel) et chaque année sa banque lui offre 50 e de prime.

(a) Quelle relation y-a-t-il entre ce que détient Paul lors de deux années successives ?
un : le montant en euros détenu par Paul n années après 2015.
u0 = 2346 et pour n ∈ N : un+1 = 1, 02× un + 50.

(b) Déterminez graphiquement l’année où Paul détiendra au moins 4000 e.

5 10 15

2500

3000

3500

4000

4500

• •
• •
• •
• •
• •
• •
• •
• •
• •

n

un

On définit (un) sous R :
u <- function(n){if (n==0) return (2346)
else return (1.02*u(n-1)+50)}

On représente les premiers points (n; un) :
plot(0:20,sapply(0:20,u))

On trace l’horizontale passant par 4000 :
abline(h=4000)

Graphiquement : Paul détient au moins 4000 e après 15 ans.

(c) Déterminez par le calcul l’année où Paul détiendra au moins 4000 e.
un = 1, 02n(2346− 50/(1− 1, 02)) + 50/(1− 1, 02) = 1, 02n × 4846− 2500.
La résolution de un ≥ 4000 conduit à : n ≥ ln(6500/4846)/ ln(1, 02) ≈ 14, 8. 20 / 44
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Propriétés des suites

Convergence

Limite finie�



�
	Une suite (un) converge vers ` ∈ R si un devient arbitrairement proche de ` lorsque n est

grand. On dit aussi : (un) tend vers ` en +∞ et on note : limn→+∞(un) = `.

Remarque.

Si un est proche de `, la différence un − ` est proche de 0 et |un − `| est proche de 0.

Ainsi : (un) converge vers ` ⇔ un − ` tend vers 0 ⇔ |un − `| tend vers 0.

Exemple.

Justifiez que la suite (un) définie par un = n2

2n2+1 converge vers 1/2.

un − 1/2 = n2

2n2+1 −
1
2 = −1

2(2n2+1) . Quand n est grand, le dénominateur : 2(2n2 + 1)

devient arbitrairement grand et un − 1/2 = −1/(2(2n2 + 1)) proche de 0.

Ainsi, un − 1/2 tend vers 0 et un tend vers 1/2 quand n tend vers +∞�



�
	Unicité de la limite. Une suite ne peut pas converger vers deux limites distinctes. Si une

suite converge vers deux réels : ` et `′, alors ` = `′.
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Propriétés des suites

Convergence

Exercice

(un) est géométrique de raison q ∈]− 1; 1[. Montrez : limn→+∞(un) = 0.

un = u0qn devient-il arbitrairement proche de 0 quand n devient grand ?

Si q = 0 ou u0 = 0 : un = 0 quelle que soit la valeur de n ∈ N\{0} et (un) converge
évidemment vers 0.

Si q 6= 0 et u0 6= 0 : considérons ε > 0 et cherchons n de sorte que la distance entre
un et 0 soit inférieure à ε : |un − 0| < ε (∗)

Remarque. (∗) traduit la proximité de un et de 0 : plus ε > 0 est petit et plus un est
proche de 0.

Résolution de (∗) : |u0qn| < ε ; |u0| × |q|n < ε ; ln |u0|+ n ln |q| < ln ε ;
n ln |q| < ln ε− ln |u0| ; n > (ln ε− ln |u0|)/ ln |q|.

Quel que soit ε > 0, les termes de la suite (un) sont à une distance de 0 inférieure à ε
dès lors que leur rang est supérieur à (ln ε− ln |u0|)/ ln |q|.

Les termes de (un) sont donc arbitrairement proches de 0 lorsque n devient grand et
(un) converge vers 0.
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Propriétés des suites

Convergence

Limite infinie�



�
	Une suite (un) converge vers +∞ si un devient arbitrairement grand lorsque n est grand.

On dit aussi : (un) tend vers +∞ en +∞ et on note : limn→+∞(un) = +∞.

Exemple.

Justifiez que la suite (un) définie par un = n2

n+1 converge vers +∞.

M est un réel. Pour quelles valeurs de n a-t-on : un ≥ M ?

Cette inégalité equivaut à n2 −Mn −M ≥ 0. Or un polynôme de degré deux :
ax2 + bx + c est définitivement du signe de a lorsque x est grand.

Aussi grand que soit M, il existe donc un rang n au delà duquel n2 −Mn −M ≥ 0 et
un ≥ M.

Ainsi, un devient arbitrairement grand quand n est grand et limn→+∞(un) = +∞

Remarque.

Une suite (un) converge vers −∞ si la suite des termes opposés : (−un) converge vers
+∞.
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Propriétés des suites

Convergence

Exercice

(un) est arithmétique de raison r > 0. Montrez : limn→+∞(un) = +∞.

un = u0 + nr devient-il arbitrairement grand quand n devient grand ?

Considérons M ∈ R et cherchons n de sorte que un > M (∗)

Remarque. (∗) traduit l’ordre de grandeur de un : plus M est grand et plus un est
grand.

Résolution de (∗) : u0 + nr > M conduit à : n > (M − u0)/r .

Quel que soit M ∈ R, les termes de la suite (un) sont supérieurs à M dès lors que leur
rang est supérieur à (M − u0)/r .

Les termes de (un) sont donc arbitrairement grands lorsque n devient grand et (un)
converge vers +∞.
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Propriétés des suites

Convergence

Limites et opérations
La suite (un) converge vers ` ∈ R ∩ {±∞} et la suite (vn) vers `′ ∈ R ∩ {±∞}
Peut-on en déduire la limite : de la somme (un + vn) ? de la différence (un − vn) ? du
produit (unvn) ? du quotient (un/vn) ?�



�
	Chaque suite (un) et (vn) est une fonction définie sur N ; les règles de calcul de limites

de Chapitre 3 - Limites & opérations s’appliquent.

Exemple. un = 3−n
2n−1 , vn = n2+1

3n2−2 .

Déterminez les limites de : (un), (vn), (2un − vn), (unvn), un/vn.

◦ lim(un) : (3− n) tend vers −∞ et (2n − 1) vers +∞. limn→+∞(un) indéterminée.
3−n
2n−1 = n(−1+3/n)

n(2−1/n) = −1+3/n
2−1/n .

limn→+∞(−1+ 3/n) = −1 et limn→+∞(2− 1/n) = 2. Donc : lim+∞(un) = −1/2.
◦ limn→+∞(vn) = 1/3 : m̂ méthode

◦ Par combinaison linéaire : limn→+∞(2un − vn) = 2× (−1/2)− 1/3 = −4/3
◦ Par produit : limn→+∞(unvn) = (−1/2)× (1/3) = −1/6
◦ Par quotient : limn→+∞(un/vn) = (−1/2)/(1/3) = −3/2
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Propriétés des suites

Convergence

Théorèmes de comparaison�
�

�



(un), (vn), (wn) sont trois suites et à partir d’un certain rang : un ≤ vn ≤ wn.

Si (un) et (wn) convergent vers ` ∈ R, alors (vn) converge vers `.

Application. La suite (vn) définie par : vn = 2+ (−1)n/(n + 1) converge-t-elle ?

Pour tout n ∈ N : −1 ≤ (−1)n ≤ 1 ; −1
n+1 ≤

(−1)n
n+1 ≤

1
n+1 ; 2− 1

n+1 ≤ vn ≤ 2+ 1
n+1 .

limn→+∞(2− 1/(n+ 1)) = 2 et limn→+∞(2+ 1/(n+ 1)) = 2. Donc limn→+∞ un = 2�
�

�



(un), (vn) sont deux suites et à partir d’un certain rang : un ≤ vn.

Si (un) converge vers +∞, alors (vn) converge vers +∞.

Application. La suite (un) définie par un = n2+(−1)n
n+1 converge-t-elle ?

Pour tout n ∈ N : n2 + (−1)n ≥ n2 − 1 ; n2+(−1)n
n+1 ≥ n2−1

n+1

n2−1
n+1 = n2(1−1/n2)

n(1+1/n) = n(1−1/n2)
1+1/n . limn→+∞(1− 1/n2) = 1 et limn→+∞(1+ 1/n) = 1.

Donc : limn→+∞( 1−1/n
2

1+1/n ) = 1 et limn→+∞( n(1−1/n
2)

1+1/n ) = 1 ; par comparaison :
limn→+∞(un) = +∞.
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Propriétés des suites

Minorants & majorants

Présentation'

&

$

%

Une suite numérique (un) est majorée par M ∈ R si ses termes sont tous inférieurs ou
égaux à M : ∀n ∈ N : un ≤ M ; M est alors un majorant de la suite (un).

Une suite numérique (un) est minorée par m ∈ R si tous ses termes sont supérieurs ou
égaux à m : ∀n ∈ N : un ≥ m ; m est alors un minorant de la suite (un).

Une suite est majorée s’il existe au moins un réel qui la majore ; elle est minorée s’il
existe un réel qui la minore.

Une suite est bornée si elle est à la fois majorée et minorée.

Exemples.

◦ La suite définie par un = 1/(n+ 1) est majorée par 1 : pour tout n ∈ N, n+ 1 ≥ 1 et
1/(n + 1) ≤ 1. (un) est minorée par 0 : ses termes sont positifs. Dc (un) est bornée.

◦ La suite définie par vn = n2 n’est pas majorée : il n’existe pas de réel M que n2 ne
puisse pas dépasser. Ou encore : quel que soit M ∈ R, il existe n ∈ N tel que n2 > M.
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Propriétés des suites

Minorants & majorants

Propriétés

(a) Une suite décroissante(i) est majorée par son premier terme ; une suite
croissante(ii) est minorée par son premier terme.

Exemple. La suite définie par un = exp(−n) est décroissante ; elle est donc majorée
par son premier terme : u0 = 1.

(b) Si une suite possède un majorant, elle en possède une infinité : tout réel supérieur
à un majorant est encore un majorant. Si une suite possède un minorant, elle en
possède une infinité : tout réel inférieur à un minorant est encore un minorant.

Exemple. Puisque la suite définie par un = exp(−n) est majorée par 1, elle est majorée
par tout réel M ≥ 1.

(c) Une suite convergente est majorée et minorée ; elle est donc bornée.

Exemple. La suite définie par vn = 1+ (−1)n/n converge vers 1 ; elle est donc bornée.

(i) une suite est décroissante si ses termes sont de plus en plus petits

(ii) une suite est croissante si ses termes sont de plus en plus grands
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Propriétés des suites

Minorants & majorants

Exercice

La suite (un) définie par : u0 = 2 et pour n ∈ N : un+1 =
√
1+ un est-elle bornée ?

1 2 3 4 5 6 7

1.6

1.8

2

n

un

Graphiquement :

(un) semble minorée par 1, 6 et majorée par 2.

Peut-on exclure que certains termes un soient in-
férieurs à 1, 6 ou supérieurs à 2 ?

On cherche à montrer que pour tout entier n la
proposition Pn : 1, 6 ≤ un ≤ 2 est vraie.

(i) P0 : 1, 6 ≤ u0 ≤ 2 est-elle vraie ? oui : u0 = 2 est compris entre 1, 6 et 2.

(ii) Supposons Pn vraie pour un certain n ∈ N : 1, 6 ≤ un ≤ 2. Alors Pn+1 est vraie :

2, 6 ≤ 1+ un ≤ 3 ;
√
2, 6 ≤

√
1+ un ≤

√
3 ;
√
2, 6 ≤ un+1 ≤

√
3 ; 1, 6 ≤ un+1 ≤ 2.

(i) et (ii) permettent de montrer par induction que Pn est vraie quel que soit l’entier n.

Ce type de raisonnement, par récurrence, est souvent utilisé pour justifier une
propriété portant sur les termes d’une suite récursive.
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Propriétés des suites

Monotonie

Définition'

&

$

%

Une suite (un) est : croissante si pour tout n ∈ N : un ≤ un+1.

Une suite (un) est : décroissante si pour tout n ∈ N : un ≥ un+1.

Une suite (un) est : strictement croissante si pour tout n ∈ N : un < un+1.

Une suite (un) est : strictement décroissante si pour tout n ∈ N : un > un+1.

Une suite croissante ou décroissante est monotone.

Exemples.

◦ La suite définie par un = 2n + 1 est strictement croissante :
un+1 − un = 2(n + 1) + 1− (2n + 1) = 2 > 0.

◦ La suite définie par vn = 1/(n + 1) est strictement décroissante :
vn+1 − vn = 1/(n + 2)− 1/(n + 1) = −1/[(n + 1)(n + 2)] < 0.

◦ La suite définie par wn = (−1)n × n n’est pas croissante : w0 = 0 > w1 = −1 ni
décroissante : w1 = −1 < w2 = 2.
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Propriétés des suites

Monotonie

Propriétés

(a) Une suite croissante et majorée converge : si (un) est croissante, majorée par
M ∈ R ; alors (un) converge vers un réel ` ≤ M.

Exemple.

La suite (un) définie par un =
√
n−
√
n + 1 est croissante et majorée par 0 ; donc, elle

converge vers une limite négative ou nulle.

(b) Une suite décroissante et minorée converge : si (un) est décroissante, minorée par
m ∈ R ; alors (un) converge vers un réel ` ≥ m.

Exemple.

La suite (un) définie pour n ≥ 1 par : un = 1/n! +
∑n

k=1 1/k! est décroissante et
minorée par 0 ; donc, elle converge vers une limite positive ou nulle.
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Propriétés des suites

Monotonie

Exercice
La suite (un) définie par : u0 = 2 ; ∀n ∈ N : un+1 =

√
1+ un est-elle monotone ?

Les premiers termes de (un) (Fig. Slide 30) laissent à penser que (un) décroît.

Il suffit pour le justifier de montrer que Pn : un+1 < un est vraie pour tout entier n.

(i) P0 est-elle vraie ? oui : u1 =
√
3 est inférieur à u0 = 2

(ii) Supposons Pn vraie pour un certain n ∈ N : un+1 < un. Alors Pn+1 est vraie :
0 <
sl.30

1+ un+1 < 1+ un ;
√
1+ un+1 <

√
1+ un ; un+2 < un+1

Ainsi, pour tout n ∈ N : un+1 < un et (un) est décroissante.

Remarque.

(un) est décroissante et elle est minorée (Slide 30) ; donc elle converge.

On peut déterminer la valeur exacte de la limite de (un) par un argument théorique. A
défaut de mieux on peut aussi en déterminer une valeur approchée sous R.

u <- function(n){if (n==0) return (2) else return (sqrt(1+u(n-1)))}
sapply(0:10,u)
[1] 2.00 1.732051 1.652892 1.628770 1.621348 1.619058 1.618350 1.618132
[9] 1.618064 1.618043 1.618037

Ainsi limn→+∞(un) ≈ 1, 618 33 / 44
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Propriétés des suites

Monotonie

Suites adjacentes�



�
	Deux suites adjacentes : (i) l’une croît (ii) l’autre décroît (iii) leur différence tend vers 0.

Exemple. (un) et (vn) sont définies pour n ≥ 1 par : un = (n− 1)/n et vn = (n+ 2)/n.

(un) croît : un+1 − un = n/(n + 1)− (n − 1)/n = 1/(n(n + 1)) > 0

(vn) décroît : vn+1 − vn = (n + 3)/(n + 1)− (n + 2)/n = −2/(n(n + 1)) < 0

vn − un = (n + 2)/n − (n − 1)/n = 3/n tend vers 0 quand n tend vers +∞

Ainsi, (un) et (vn) sont adjacentes.

Remarque.

Quand une suite croissante (un) et une suite décroissante (vn) sont adjacentes, (un)
est majorée par tout terme de (vn) et (vn) est minorée par tout terme de (un).�



�
	Propriété. Deux suites adjacentes convergent toujours vers une limite réelle commune.
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Propriétés des suites

Monotonie

Exercice

(un) et (vn) sont deux suites définies par : un =
∑n

k=1
1
k!
, vn = un + 1

n.n!
; n ∈ N\{0}

Montrez que (un) et (vn) sont adjacentes.

(i) un+1 − un = 1
(n+1)! > 0 ; donc (un) est strictement croissante

(ii) vn+1 − vn = un+1 − un + 1
(n+1)(n+1)! −

1
n.n!

= 1
(n+1)! +

1
(n+1)(n+1)! −

1
n.n!

=
1
n!
( 1
n+1 + 1

(n+1)2 −
1
n
) = 1

n!
( 1
(n+1)2 −

1
n(n+1) ) < 0 ; (vn) est strictement décroissante.

(iii) vn − un = 1
n.n!
−−−−−→
n→+∞

0

(un) et (vn) sont adjacentes ; elles convergent donc vers une limite commune ` ∈ R.

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7

1

1.5

2

`

n

y

(vn)
(un)
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Chapitre 4 - Suites Numériques

Applications Economiques

Taux d’intérêts

Intérêts Simples
Un montant γ est placé à intérêts simples au taux annuel (τ × 100)% : le capital γ
donne chaque année les mêmes intérêts : γτ .

Ainsi, la valeur acquise du capital est : γ + γτ après un an
Ainsi, la valeur acquise du capital est : γ + 2γτ après deux ans
Ainsi, la valeur acquise du capital est : γ + 3γτ après trois ans
Ainsi, la valeur acquise du capital est : . . .
Ainsi, la valeur acquise du capital est : γ + nγτ = γ(1+ nτ) après n années�



�
	La valeur acquise d’un capital γ placé à intérêts simples au taux annuel (τ × 100)%

forme une suite arithmétique de premier terme γ et de raison γτ .

Application.

John place 10 ke au taux annuel 5% et les intérêts sont simples. Quelle est la valeur
de son capital après cinq ans ? Combien d’années doit-il attendre pour avoir 14 ke ?

La valeur acquise du capital de John après n années est : un = 10(1+ 0, 05n).

Le montant dont il dispose après cinq ans est : u5 = 10× (1+ 0, 05× 5) = 12, 5 ke.

La résolution de un ≥ 14 conduit à n ≥ 8 : John doit attendre huit ans pour détenir
au moins 14 ke.
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Applications Economiques

Taux d’intérêts

Intérêts Composés
Un montant γ est placé à intérêts composés au taux annuel (τ × 100)% : chaque
année la valeur acquise du capital génère des intérêts correspondant à (τ × 100)% de
la valeur acquise du capital à la fin de l’année précédente.

Ainsi, la valeur acquise du capital est : γ(1+ τ) après un an
Ainsi, la valeur acquise du capital est : γ(1+ τ)2 après deux ans
Ainsi, la valeur acquise du capital est : γ(1+ τ)3 après trois ans
Ainsi, la valeur acquise du capital est : . . .
Ainsi, la valeur acquise du capital est : γ(1+ τ)n après n années�



�
	La valeur acquise d’un capital γ placé à intérêts composés au taux annuel (τ × 100)%

forme une suite géométrique de premier terme γ et de raison 1+ τ .

Application.

Bill place 10 ke au taux annuel 5% et les intérêts sont composés. Quelle est la valeur
de son capital après cinq ans ? Combien d’années doit-il attendre pour avoir 14 ke ?

La valeur acquise du capital de Bill après n années est : vn = 10(1+ 0, 05)n.

Le montant dont il dispose après cinq ans est : v5 = 10× (1+ 0, 05)5 ≈ 12, 76 ke.

La résolution de vn ≥ 14 conduit à n ≥ ln(1, 4)/ ln(1, 05) ≈ 6, 9 : Bill doit attendre
sept ans pour détenir au moins 14 ke. 38 / 44
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Applications Economiques

Flux financiers

Valeur Acquise
A0,A1, . . . ,An : n + 1 montants perçus ou versés annuellement.

Que représente
∑n

k=0 Ak ?

Réponse mathématique : c’est la valeur nette des montants perçus/versés entre 0 et n.

Réponse économique : la valeur d’un montant évolue avec le temps ; ajouter des
montants pris à des instants distincts n’as pas de sens.

τ : le taux d’intérêt ; il permet de calculer la valeur acquise de chaque montant à
l’instant n.

Valeur du montant Ak à la fin de l’année k + 1 : Ak (1+ τ)

Valeur du montant Ak à la fin de l’année k + 2 : Ak (1+ τ)2

Valeur du montant Ak à la fin de l’année . . .
Valeur du montant Ak à la fin de l’année n : Ak (1+ τ)n−k�

�

�

�

La valeur acquise du flux est la somme des montants évalués à la fin de l’année n :

Vn =
n∑

k=0

Ak (1+ τ)n−k

39 / 44



Chapitre 4 - Suites Numériques

Applications Economiques

Flux financiers

Valeur Actuelle

A0,A1, . . . ,An : n + 1 montants perçus ou versés annuellement.

τ : le taux d’actualisation ; il permet de calculer la valeur actuelle (valeur à l’instant
0) de chaque montant.

Valeur de Ak à la fin de l’année k − 1 : Ak/(1+ τ)

Valeur de Ak à la fin de l’année k − 2 : Ak/(1+ τ)2

Valeur de Ak à la fin de l’année . . .

Valeur actuelle de Ak (à l’instant 0) : Ak/(1+ τ)k�

�

�

�

La valeur actuelle du flux est la somme des montants actualisés à l’instant 0 :

V0 =
n∑

k=0

Ak/(1+ τ)k (1)

Remarque.

La valeur acquise et la valeur actuelle d’un flux sont liées par : Vn = V0 × (1+ τ)n
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Applications Economiques

Investissements

Valeur Actuelle Nette
Investir un montant I à l’instant 0 produit un bénéfice durant n années.
Bk : le bénéfice perçu à la fin de l’année k ; k ∈ J1; nK ; τ : le taux d’actualisation�

�

�

�
Valeur actuelle nette (VAN) de l’investissement : valeur actuelle du flux constitué du
montant investi compté négativement : −I et de l’ensemble des montants perçus Bk :

VAN = −I +
∑n

k=1 Bk/(1+ τ)k (2)

Remarque. (2) est un cas particulier de (1) avec A0 = −I et Ak = Bk ; k ∈ J1, nK

Exemple.

M. Li investit 10 Mio e dont il tire pour bénéfice : 2 Mio e versés chaque année à la
date anniversaire de l’investissement pendant six ans. Quelle est la valeur actuelle
nette de son investissement ? (taux d’actualisation : 5%)

VAN = −10+
6∑

k=1

2/(1+ 0, 05)k = −10+ 2
6∑

k=1

(1/1, 05)k

= −10+ 2× (1/1, 05)×
1− (1/1, 05)6

1− 1/1, 05
≈ 0, 15
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Applications Economiques

Investissements

Taux Interne de Rentabilité

Investir un montant I à l’instant 0 produit un bénéfice durant n années.

Bk : bénéfice perçu à la fin de l’année k ; k ∈ J1; nK#

"

 

!

Taux interne de rentabilité (TIR) de l’investissement : valeur du taux d’actualisation
pour laquelle la valeur actuelle nette est nulle.

Ainsi, le taux interne de rentabilité est la valeur de x solution de :

−I +
∑n

k=1 Bk/(1+ x)k = 0

Exemple.

M. Li investit 10 Mio e dont il tire pour bénéfice : 2 Mio e versés chaque année à la
date anniversaire de l’investissement pendant six ans. Quel est le taux interne de
rentabilité de son investissement ?

Le taux interne de rentabilité est la valeur de x solution de :
−10+

∑6
k=1 2/(1+ x)k = 0 ou encore : −10+ 2× 1−(1/(1+x))6

x
= 0
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Exercice

John investit 100 $ dont il tire un bénéfice constant de 40 $ pendant trois ans versés à
la date anniversaire de l’investissement. Le taux d’actualisation est 5%.

(a) Quelle est la valeur actuelle nette de son investisssement ?

VAN = −100+
∑3

k=1 40/(1+ 0, 05)k ≈ 8, 93 $

Calcul avec R : -100+sum(40/1.05ˆ(1:3))

Calcul à la main : VAN = −100+ 40× (1/1, 05)× (1− 1/1, 053)/(1− 1/1, 05) =
−100+ 40× 20× (1− 1/1, 053) = −100+ 800× (1− 1, 05−3).

(b) Quel est le taux interne de rentabilité de l’investissement ?

TIR est solution de E : −100+
∑3

k=1 40/(1+ x)k = 0 ; donc TIR ≈ 0, 097.

Résolution de E avec R : f <- function(x){-100+sum(40/(1+x)ˆ(1:3))}

uniroot(f,lower=0,upper=1)

$root [1] 0.09699755

Résolution de E à la main : E ⇔ −100+ 40r(1+ r + r2) = 0 avec r = 1/(1+ x).

On détermine r (un peu difficile) dont on en déduit x .
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