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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

Fonctions : quel intérét en économie 7

Un prix y dépend d'une demande x selon : y = x2 + 5x + 10.

(a) Le prix croit-il avec la demande ?

(b) Le prix devient-il aussi grand que I'on veut ?

(¢) Existe-t-il un prix plancher ?

(d) Combien de valeurs de la demande conduisent au méme prix ?

(e) Peut-on retrouver la demande quand on connait le prix ?

(f) Comment varie le prix si la demande augmente de 10 unités ? de 10% ?

Pour répondre a ces questions : on étudie la fonction qui associe y a x.
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

|—Définitions préliminaires

Outline

o Définitions préliminaires
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Définitions préliminaires

Fonctions & Applications

Une fonction associe a chaque élément d'un ensemble A (ensemble de départ), au
plus un élément d'un ensemble B (ensemble d'arrivée). Une application associe a
chaque élément de A exactement un élément de B.

Quand une fonction f associe I'élément y de B a I'élement x de A on dit : y est
I'image de x par f ou x est un antécédent de y par f.

Le domaine d'une fonction est composé des éléments de |'ensemble de départ qui
possédent une image.

L'ensemble image d'une fonction est composé des éléments de |'ensemble d’arrivée
qui possédent un antécédent.

f g
A E Ici : f est une fonction de A dans B,
B Y .
1 est I'image de 4 par f,

‘1 ‘1 4 est un antécédent de 1 par f,

‘ ‘ ‘ Le domaine de f est : {1;2;3;4},

"‘ ’4‘ L'ensemble image de f est {1;2;3},
g est une application de E dans F.
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

LDéfinitions préliminaires

Fonctions de R dans R & Applications

ENSEMBLE Les antécédents : sur I'axe (Ox)

IMAGE .
Les images : sur I'axe (Oy)

DOMAINE b

f : une fonction de R dans R

Le domaine de f : I'ensemble des x qui ont une image par f

L'ensemble image de f : I'ensemble des y qui ont au moins un antécédent par f

Xp est dans le domaine de f < la verticale passant par xg coupe la courbe de f

Yo est dans |'ensemble image de f < I’horizontale passant par yp coupe la courbe de f

f est une fonction de R dans R mais f est une application de son domaine dans R
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

LDéfinitions préliminaires

Fonctions & Applications : Test (1)

Dans chacun des cas suivants : (a) précisez si f est une fonction ou une application
(b) précisez le domaine et I'ensemble image (c) déterminez I'image de —3 et les
antécédents de 1.

(a) f est une application (b) son domaine est R, son ensemble image est [0; +oo[ (¢)
I'image de —3 est 9 : f(—3) = (—3)2 = 9 et les antécédents de 1 sont —1 et 1
(obtenus en résolvant : x? = 1).

(a) f n'est pas une application (—1 n'a pas d'image) (b) son domaine est [0; +o0],
son ensemble image : [0; +00[ (¢) —3 n'a pas d'image et 1 posséde un unique
antécédent : 1.
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

LDéfinitions préliminaires

Fonctions & Applications : Test (2)

Dans chacun des cas suivants : (a) précisez si f est une fonction ou une application
(b) précisez le domaine et |'ensemble image (c) déterminez I'image de —3 et les
antécédents de 1.

(a) f est une application (b) son domaine est R, son ensemble image est ]0; +oo[ (¢)
I'image de —3 est e~ 3 &~ 0,05, I'antécédent de 1 est O (obtenu en résolvant : eX = 1).

(a) f n'est pas une application (—1 n'a pas d'image) (b) son domaine est ]0; +oo[, son
ensemble image : R (c) —3 n'a pas d'image et 1 posséde un unique antécédent : e.
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Outline

@ Fonctions de référence
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Fonctions affines
Une fonction affine est du type f : x — ax + b ol a et b sont deux réels.
La courbe de f est la droite : y = ax+ b ; a: la pente et b : |'ordonnée a I’origine.

Le signe et les variations de f dépendent du signe de a :

X —o0 —b/a +o0 X —oc0 —b/a +o0
signe de f - 0 + signe de f + 0 -

variations de f / variations de f \

Signe et variation de f : x — ax+ b ;a>0 Signe et variation de f : x — ax+ b ;a <0

Si a=0, f est constante et la droite qui la représente est |'horizontale : y = b.
Si b=0, f est linéaire et la droite qui la représente passe par le point (0; 0).

Y2—y1
X2 —X1

Pour déterminer f : si f(x1) = y1 et f(x2) = y2 (x2 #x1): a= et b=y; —axy

¥y

— f linéaire : b=0
—f croissante : a >0
— f décroissante : a < 0
— f constante : a =0
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Fonctions affines par morceaux

Une fonction est affine par morceaux si son domaine est une réunion d’intervalles
sur lesquels elle est affine.

La courbe d'une fonction affine par morceaux est composée de segments de droites.
Exemple. La fonction f est définie entre 0 et 10 par :
2x—1si0<x <2
f(x)=4x/24+2si2<x<6
—x+9si6<x<10
La courbe de f est composée de : la portion de droite représentant x — 2x — 1 sur

[0; 2], la portion de droite représentant x — x/2 + 2 sur ]2; 6], la portion de droite

représentant x — —x + 9 sur ]6; 10].
y

=

~
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Valeur absolue

La valeur absolue d’'un réel x est x lui-méme si x est positif et son opposé : —x si x
est négatif.

Tout réel x admet une valeur absolue notée |x|. L'application qui & x associe sa
valeur absolue est une fonction affine par morceaux définie par : [x| = xsi x >0
et x| = —xsi x <0.

A quoi sert la valeur absolue ? a et b sont deux réels

o La distance entre aet best: a—bsia>b;b—asia<b
Elle s’écrit aussi : |a — b| quel que soit I'ordre de a et b

o La distance qui sépare x de 5 vaut 2 au plus s'écrit :

—2 < x—5 <2 ou plus simplement : |x —5| <2

Une erreur 2 éviter : vVX2=1x, mais : Vx2 = |x|
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Valeur absolue & Equations

Pour résoudre une équation avec valeur absolue :

Meéthode 1 (analytique) : (i) isoler la valeur absolue (ii) disjoindre les cas (iii)

résoudre les cas disjoints (iv) vérifier les solutions.

Exemple. E :2|x —4|+3=9

(1) 2x—4/4+3=9;2|x—4/=6;|x—4 =3

(if)Six—4>0; x>4,résoudre E; : x —4 =3
Six—4<0;x<4,résoudre E2: —(x —4) =3

(i) By : x—4=3;x=7
Ex: —(x—4)=3; x+4=3;x=1

(iv)2x|T—4]+3=2x%x1[3]+3=2x%x3+3=09;7 est solution de E
2Xx|1—4]4+3=2%x|—-3]+3=2%x3+4+3=9; 1 est solution de E

L'ensemble des solutions de E est : .¥/ = {1;7}

Méthode 2 (géométrique) : (i) isoler la valeur absolue (ii) interpréter la valeur

absolue d'une différence comme une distance

Exemple. E:2|x —4|+3=9

(i) 2]x—4/4+3=9;2/x—4=6;|x—4/=3

(i) 1l existe deux nombres situés a la distance 3de 4 : 1 et 7. .%¥/ = {1;7}
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Fonction Exponentielle

Il existe une seule application de R dans R dérivable sur R, égale a sa dérivée, valant 1
en 0 ; on 'appelle fonction exponentielle ; I'image de x € R se note exp(x) ou e*.
y

Propriétés de la fonction exponentielle.

o elle est définie sur R : pour tout x € R, €* existe
o elle est strictement positive : Vx € R, e >0

o elle est strictement croissante : x >y = e > &/

o elle tend vers +00 quand x tend vers +o0o

// —————y o elle tend vers 0 quand x tend vers —oco

Régles de calcul.

a et b sont deux nombres réels ; p est un rationnel.
edth — ga b ed—b — ea/eb e—d = l/ea (ea)p — eha

Sous le logiciel R, la valeur de e? s'obtient par : exp(2).
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Fonction Exponentielle - Applications économiques

Comment modéliser la teneur en CO» : v en fonction de la population : x ?
La fonction : v(x) = e** (a > 0) est un bon modéle ; pourquoi 7
o la teneur en CO3 croit avec la population (mais ce n'est pas suffisant)

vixe)—v(x1) _ e™2—e™1 _ _axy jaoxy 1 a(xz—x1) _
© v(xa - e =e™2/e l=e L

La méme variation absolue de la population : x2 — x3 produit toujours la méme

variation relative de la teneur en CO5 : %

Quand une variation absolue constante d'une quantité x produit une variation relative
constante d'une quantité v, la seconde est une fonction exponentielle de la premiére.

Exemples.

La population européenne augmente de 0,8% par an ; la teneur en CO, augmente de
3% a chaque nouveau million d’humains ; la rentabilité d'une firme diminue de 2%
quand la masse salariale augmente de 10 unités.
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Logarithme Népérien

Tout réel strictement positif est I'image d'un nombre réel par la fonction exponentielle.
Ainsi, la fonction exponentielle admet une réciproque : le logarithme népérien.

Pour x > 0 le logarithme népérien de x, noté In x, est I'unique réel dont |'exponentielle

vaut x : exp(Inx) = x.

Y Propriétés de la fonction logarithme.

o

o

:
[¢]
[e]
o

Régles de calcul.

o

(o}

elle est définie sur ]0; +oo[

elle est strictement croissante x >y = Inx > Iny
ellevautOenl:In1=0

elle est négative avant 1 : 0 < x<1=Inx <0
elle est positive aprées 1 : Vx > 1:Inx >0

elle tend vers +oco quand x tend vers 400

elle tend vers —oco quand x tend vers 0

a et b sont deux réels strictement positifs ; ¢ est un réel ; p est un rationnel.
In(ax b)=Ina+Inb In(a/b)=Ina—Inb In(l/a)=—1Ina In(a?)=plIn(a)

Sous le logiciel R, la valeur de In 2 s’obtient par : log(2).
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Logarithme Népérien - Application économique
En microéconomie : comment modéliser le bien-étre : u en fonction du revenu : x ?
La fonction logarithme : u(x) = In x est un bon modéle ; pourquoi ?

bien-étre : u

A

—— u=Inx: courbe de revenu (ancienne u.m) x bien-étre
u=Inx—Ina : courbe de revenu (nouvelle u.m) x bien-&tre

. / revenu : x

- le bien-étre est une fonction croissante du revenu
- le bien-étre est dégradé quand le revenu est proche de 0
- le bien-é&tre croit d’autant plus lentement que le revenu est grand

- la courbe : revenu X bien-étre ne change pas de forme quand on
modifie I'unité monétaire (u.m) : x < ax

16 / 49



Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Exponentielle & Logarithme : des applications réciproques

Les fonctions exponentielle et logarithme sont deux applications réciproques.

Autrement dit : les deux fonctions annulent chacune |'effet de I'autre.

| In(exp(x)) =x et exp(Inx) =x |

Attention. La premiére égalité est vraie pour tout réel x et la seconde pour tout x
strictement positif.

Conséquences.

Quand on résout une équation impliquant deux expressions A et B :

o il est équivalent d'écrire : InA = B ; In A = In(exp(B)) ; A = exp(B).

o il est équivalent d'écrire : exp(A) = B ; exp(A) = exp(InB) ; A=1InB, si B> 0.
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Logarithmes & Equations (1)

Pour résoudre une équation avec logarithme : (i) préciser les contraintes sur
I'inconnue (ii) transformer |'équation sous la forme In A = In B (iii) déduire les
solutions possibles de A = B (iii) vérifier une a une les solutions possibles.

Exemple 1.
Déterminez les solutions réelles de E : In(x + 6) = 2Inx

(/) Chacun des deux logarithmes existe si a la fois : x +6 > 0 et x > 0. On cherche
les solutions de E parmi les réels strictement positifs.

(ii) Quand x > 0, E équivaut a In(x + 6) = In(x?). Or, deux nombres ayant la méme
valeur du logarithme sont égaux. Donc : x + 6 = x2.

(iii) Les solutions rélles de x + 6 = x? sont 3 et —2, les racines réelles du polyndme de
degré 2 : x2 — x — 6.

(iv) Seule 3 est solution de E. En effet, —2 < 0 : le second membre de E ne peut pas
&tre évalué en —2.
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L Fonctions de référence

Logarithmes & Equations (2)

Exemple 2.

Voici le raisonnement d'un étudiant pour résoudre dans R |'équation

F:In(x =3)+In(x —2) =In2 + In(x + 12)-

On sait que : Ina+Inb = In(ab). Donc : In[(x — 3)(x — 2)] = In[2(x + 12)].
Or, deux réels ayant le méme logarithme sont égaux. Donc :

(x=3)(x—2)=2(x+12) ; x2 —2x —3x + 6 = 2x + 24 ;
X2 —5x —2x+6—-24=0; x> -7x—18=0.

Le discriminant du polynéme x2 — 7x — 18 est A = 121 et ses racines sont : 9 et —2.

Les solutions de F sont : 9 et —2.

Que penser de son raisonnement 7
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Logarithmes & Equations (3)

Remarque.

Quand le logarithme est une inconnue a part entiére, on change d’'inconnue.
Exemple.

Déterminez les solution réelles de G : (Inx)? +2Inx —3 = 0.

Pour que G ait un sens, il faut x > 0 : on cherche les solutions de G parmi les réels
strictement positifs.

En remplacant Inx dans G par X = Inx on obtient G : X2 +2X —3=0.

Les solutions réelles de G sont : X =1 et X = —3.
Or, X =Inxdonclnx =1o0ulnx = —-3.
olecasInx =1 conduit a x = el =e.
olecasInx = —3 conduit a x =e 3 =1/e3.

e et 1/e3 sont strictement positifs ; ce sont donc les solutions de G.
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Logarithmes & Equations (4)

Exercice 1.

Résolvez dans R les équations :

(@) In(x+2)+In(x—1)=In(1—-2x) =10

(b) In(x+2)(x —1)) =In(1 —2x) ¥ = {(-3—+21)/2}

Exercice 2.

Résolvez I'équation : (Inx)? +2Inx — 8 = 0 d'inconnue x € R. . = {2}

21/49



Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Exponentielles & Equations (1)

Pour résoudre une équation avec exponentielle : transformer |'équation sous forme
e? = eB puis résoudre A = B.
Exemple 1.

" . . 7 2 —
Déterminez les solutions réelles de E : e /e 2 — e_i_z

Quels que soient a et b : e?/e? = e?~P et en particulier : 1/e® = e~?.
Ainsi, exz/e—Zx — exz—(—2x) — eX2+2X et 1/e—x—2 — e—(—x—2) — eX+2_
E équivaut a : e°+2X = ¢¥+2 dont on déduit : x2 4+ 2x = x+2; x2 + x — 2 = 0.

Ainsi, les racines du polynéme x2 + x — 2 donnent les solutions de E : 1 et —2.

22 /49



Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Exponentielles & Equations (2)

Exemple 2.

Déterminez les réels x solutions de E : 371/ =5

A savoir : | Si A, « sont deux réels et A >0 : A® = @ In(4)

31/x — ¢=(1/X)In3 ot pour que cette expression ait un sens, il faut x # 0.

Ainsi, on cherche parmi les réels non nuls les solutions de : e—(1/x)In3 — 5

Puisque les deux membre sont strictement positifs, on peut appliquer le logarithme :
In(e=(1/x)n3) — |n(5) ; —(1/x)IN3=1In5; —1/x=1In5/In3; x=—In3/In5.

L'unique solution de E est —In3/In5
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Exponentielles & Equations (3)

Remarque.

Quand I'exponentielle est une inconnue a part entiére, elle est posée comme inconnue.
Exemple.

Soit a résoudre F : > +2eX —3 =0.

F s'écrit : (€¥)? +2eX —3 =0 ou encore : X2 +2X —3 =0 avec X = e*.

Les solutions réelles de X2 +2X —3=0sont: X =1et X = —3.

Or, X = eX donc e =1 ou e¥ = —3.

olecas e =1 conduita x=In1=0.

o le cas e = —3 ne conduit a aucune solution : une exponentielle ne peut pas étre
négative.

L'unique solution de F est 0
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Fonctions Puissances - Généralités

Une fonction puissance est du type f : x — x® ot a € R. Son domaine dépend de a.
Lorsque f définie en 0 : £(0) = 0. Pour les autres valeurs de x la définition de f est
résumée dans le tableau suivant (p € N\{0}).

valeur de o domaine de f  valeur de f(x) ; x #0
a=p R X% =x X x X -+ X x (p fois le facteur x)
a=—p R\{0} x*=1/x"%
autres cas et a >0  [0; +oo] x* = exp(aIn(x))
autres cas et « <0 ]0; +oof x* = exp(aIn(x))
Remarque.

Quand oo =1/p, f est |'application réciproque de x — xP définie sur [0; +o0[
Conséquence :

La valeur positive de A vérifiant : A% = 20 est : 201/4. Avec R : 20~ (1/4)
La valeur de B vérifiant : B5 = —20 est : —201/5.

Représenter une fonction puissance avec R.
La courbe de la fonction x — x~1/3 par exemple s’obtient sous R entre 0 et 5 par :

f <- function(x){x"(-1/3)} ; plot(f,x1lim=c(0,5))



Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Fonctions Puissances - Applications économiques (1)

90% des villes comptent au moins 5000 habitants. Quelle relation existe-t-il entre la
taille x d'une ville et la fréquence y des villes de taille supérieure 7

On observe que y(x) = k X x* (k > 0 ; a < 0) est un bon modéle ; pourquoi ?

o si la taille d'une ville augmente, la fréquence des villes plus grandes diminue

yie)=y(a) _ kg =k o a — et — X2 —X1 \«
o eN) = Tem =% /x¥—1=(xe/x1)*-1=(1+ X1 ) —1
Si la taille x d'une ville varie de 1%, quelle que soit la taille de cette ville, la fréquence
y des villes plus grandes diminue toujours du méme pourcentage.

Quand une variation relative constante d'une quantité x produit une variation relative
constante d'une autre quantité y, la seconde est une fonction puissance de la premiére.

Exercice. Précisez dans chacun des cas la relation fonctionnelle entre demande et prix.
(a) Quel que soit le prix d'un mobile, la demande pour un mobile de 10 € plus cher
est de 5% moindre.

(a) Quel que soit le prix d'un mobile, la demande pour un mobile de 10% plus cher est
de 5% moindre.
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Fonctions Puissances - Applications économiques (2)
o Taux d'intérét.
Valeur acquise aprés n années d'un montant K placé au taux annuel x% :
K(1 + x/100)" (1)
Si K et n sont des paramétres, (1) est une fonction du taux d'intérét x.
Quelques questions classiques :

- Quel doit-étre le taux d'intérét pour que la valeur acquise du capital aprés n années
dépasse un montant fixé 7

- De quel pourcentage la valeur acquise du capital augmente-t-elle si I'on augmente de
1% la valeur du taux d'intérét ?

o Taux d’actualisation.
La valeur actuelle nette : VAN d'un montant investi K donnant un bénéfice B aprés
une durée o dépend du taux d'actualisation x selon :

VAN = —K + B x (1 + x/100)~¢ (2)
Si K, B, o sont des paramétres, (2) est une fonction du taux d'actualisation x.

Quel doit-&tre taux d’actualisation pour que la valeur actuelle nette soit nulle ?
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Fonctions Puissances - Quelques exemples

—y—x =1

x

x

L'inverse : x — 1/x et la racine carrée : x — /x sont des fonctions puissances
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Chapitre 2 Fonctions - Généralités

L Fonctions de référence

Fonctions Puissances - Comparaison

y
1.5

x est un réel strictement positif.

i x5 est plus petit que x34 quand x est supérieur a 1.
e x5 est plus grand que x34 quand x est inférieur a 1.
—_— = x05
05 —y=x x%7 est plus grand que x%8 quand x est inférieur a 1.
—_— = x5
=2t x97 est plus petit que x%8 quand x est supérieur a 1.

02 04 06 08 1 12 14
Remarque.

Si 0 < x <1, x* est d'autant plus grand que « est petit dans ]0; +oo[
Si x > 1, x* est d'autant plus grand que « est grand dans ]0; o0
Exercice.

2,7

Comparez x27 et x29 puis : 2,7% et 2,9%

NB. x — x27 est une fonction puissance ; x — 2, 7* est une fonction exponentielle.
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L Fonctions de référence

Fonctions Puissances - Bonnes/mauvaises pratiques

A : un nombre ou une expression a déterminer. Quelques erreurs a éviter :

o A* =20 = A =204

La puissance de A est un entier pair, donc : A% =20 = A = 201/4 ou — 20%/4
o A5 = 20 = A= (—20)1/5

La puissance de A est un entier impair, donc : A® = —20 = A = —201/5
0 A2 = 8= A= —gl/12
Une puissance non entiére ne peut étre négative, donc : A2 = —8 = A n'existe pas
Plus généralement, si I'on cherche A vérifiant A =B :
B o (a#0) A
B =0 « non entier X
« entier négatif X
« entier positif A=0
B <0 « non entier X
« entier pair X
« entier impair A= —(-B)Y/«
B >0 « entier positif pair A= Bl/® ou —Bl/

autres cas A= B/«
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L Fonctions de référence

Fonctions Puissances - Exercice

A, K, x (x > 0) et a sont quatre quantités liées par : A = K(1 4 x)*.

Exprimez chacune des quantités : K, x, a en fonction des trois autres.
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Equations sans solution analytique

Que faire quand une équation ne posséde pas de solution explicite 7
On se contente d'une valeur approchée de la solution déterminée avec une machine.
Exemple. Existe-t-il des réels x vérifiant E : e¥ = 1/x.

Les courbes de x — 1/x et x — X montrent (sans démontrer) que E posséde une
solution xg située entre 0 et 2.

Comment obtenir une valeur approchée de xp ?
Etape 1. Transformer E en : € —1/x = 0.
——
f(x)

Etape 2. Chercher la racine de f avec R par exemple :

f <- function(x){exp(x)-1/x}

uniroot (f,lower=0,upper=2)

\* root [1] 0.5671704

Ainsi la solution de E est xp ~ 0,57.
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Outline

@ D’une courbe a l'autre
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Objectif

—y=f(x)

~

Les courbes de f et g se ressemblent.

Faut-il étudier g quand on a étudié f 7

Ce qu'on aimerait :
1/ établir un lien graphique/géométrique entre les courbes de f et g

2/ déduire les variations, extrema, limites, asymptotes, etc de g de ceux de f.
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Transformations de courbes - Exemples

. translation verticale

y=e - eX+1
de +1 unité
y = e translation verticale 1
de —1 unité
—y=c] y = e translation horizontale = ol
e de —1 unité
: . translation horizontale 1
y=e - y=e
; de 41 unité
\
it B tri t
—y=—e| symétrie par rappor
= y— e Y par rapp _ e
) a I'axe (Ox)
R T * e symétrie par rapport o
-2 a I'axe (Oy)
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Transformations de courbes - Généralisation

a est un réel ; f est une fonction de R dans R.

translation verticale

symétrie par rapport
y:f(x) s y:f(X)-‘ra y:f(X) Y P PP
de +a unités a I'axe (Ox)

translation horizontale symétrie par rapport

y=f(x)

= f(x+a) | ¥y =f(x) ;
de —a unités Y ( ) a l'axe (Oy)

y=—f(x)

y =f(—x)

Exercice.

Tracez la courbe de x — In x. Déduisez-en la courbe de x — 2 — In(1 + x)

Exercice.
Montrez que pour x # 1, (2x —1)/(x —1) =2+ 1/(x — 1)

Tracez la courbe de x — 1/x. Déduisez-en la courbe de x — (2x — 1)/(x — 1)
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Symétrie d'axe vertical (1)

f est une fonction de R dans R ; son domaine Dy est symétrique par rapport a a € R.

La courbe de 2 est symétrique par rapport a la droite verticale d'équation x = a si
pour tout h tel que a+ h € Dy : f(a+ h) = f(a— h).

y

fla—h)=f(a+h

x

a-h a At h
La courbe de f est symétrique par rapport a la droite verticale d'équation x = a :
deux réels a — h et a + h symétriques par rapport a a ont la méme image par f.

Le cas a = 0.

Une fonction dont la courbe est symétrique par rapport a I'axe (Oy) est dite paire.

2tracée dans un repére orthogonal
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Symétrie d'axe vertical (2)
La fonction f est définie par : f(x) = 1/(x% — 4x + 3). Montrez que sa courbe est
symétrique par rapport a la verticale d'équation x = 2.
On remarque : x2 — 4x +3 = (x — 1)(x — 3).
f est donc définie sur R\{1; 3} et le domaine de f est symétrique par rapport a 2.
Pour tout h ¢ {—1;1} :
f+h)=1/[2+h-1)2+h-3)]=1/[(h+1)(h—-1)] =1/(h? —1)
F(2—h) = 1/[2—h—1)2—h—3)] = /[(L - h)(~1 — h)] = 1/(h — 1)
Ainsi, Vh ¢ {£1} : f(2+ h) =f(2 — h).
La courbe de f est donc symétrique par rapport a la verticale d'équation x = 2.
La courbe de f est tracée sous R entre 0 et 4 par :
f <- function(x){1/(x"2-4*x+3)}

plot(f,xlim=c(0,4))
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Centre de symétrie (1)

f est une fonction de R dans R ; son domaine Dy est symétrique par rapport 3 a € R.

La courbe de f est symétrique par rapport au point (a; b) si a deux réels symétriques
par rapport a a, elle associe toujours des images symétriques par rapport a b :

VheER,a+he D = (Fa+h)+ f(a—h))/2=b

La courbe de f est symétrique par rapport a (a; b).

Quel que soit h > 0:
a est le centre de [a — h; a+ h]

b est le centre de [f(a — h); f(a+ h)]

a—h ‘a a-+h
Lecasa=0,b=0

Une fonction dont la courbe est symétrique par rapport au point (0; 0) est impaire. 39/ 49
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Centre de symétrie (2)

La fonction f est définie par : f(x) = (2x — 1)/(x — 1). Montrez que sa courbe est
symétrique par rapport au point de coordonnées (1;2).

f est définie en tout x # 1 et si h # 0, alors :
fl+h)=2x1+h)—-1)/(1+h)—1)=(2h+1)/h
f(l—h)y=2x(1—-h)—-1)/(1—h)—1)=(—2h+1)/(—h)=(2h—1)/h
Ainsi, (f(1+ h)+f(1—h))/2=2.

Deux réels : 1 — h et 1 + h symétriques par rapport & 1 ont des images symétriques
par rapport a 2.

La courbe de f est donc symétrique par rapport au point de coordonnées (1;2).
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Courbes & Applications réciproques

Deux applications sont réciproques si leurs effets s'annulent.

Exemples : le carré et la racine carrée, le logarithme Népérien et |'exponentielle, etc
v

3

— =%

— o Ux
e

symétrie
y=x y=vx

ey
d'axe : y = x

— y =
—y=Inx

« symétrie |
y=e y=Inx
d'axe: y =x

Les courbes d'applications réciproques tracées dans un repére orthonormé sont
symétriques par rapport a la droite y = x.
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Fonctions et opérations

f et g sont deux fonctions de R dans R, définies sur D pour la premiére et sur Dg
pour la seconde. On définit :

- la somme : (f 4+ g)(x) = f(x) + g(x) - le produit : (f x g)(x) = f(x) x g(x)
- la différence : (f — g)(x) = f(x) — g(x) - le quotient : (f/g)(x) = f(x)/g(x)

Remarque. La somme, la différence, le produit sont définies sur Df N Dg, mais le
quotient sur Df N {x € Dg : g(x) # 0}

Exemple.

f(x) = (1/v2r) exp[—(x — 1)?/2]
g(x) = (1/v2r) exp[—(x — 4)?/2]
h(x) = 0,5f(x) 4+ 0,5g(x)

T 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
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Composée de fonctions

f et g sont deux fonctions définies sur D¢ pour la premiére, sur Dg pour la seconde et
pout tout x € Df : f(x) € Dg.

On définit la composée de f par g sur Dr par : (g o f)(x) = g(f(x)).

Exemple.

f et g sont définies par : f(x) = v/x et g par : g(x) = x2 + 1.

La composée de f par g est définie en x > 0 par : (go f)(x) = \/)?2 +1=x+1.
La composée de g par f est définie en tout x € R par : (fog)(x) = vV*xZ + 1.

Remarque. En général : fog #gof.
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Fonctions indicatrices

E est un sous-ensemble de R. La fonction qui & x € R associe la valeur : 1si x € E et
0 sinon s’appelle la fonction indicatrice de I'ensemble E. On la note 1g :

lsixe E
1e(x) =
0 sinon

1 est une fonction constante par morceaux ; elle vaut 1 sur E et 0 ailleurs.
L'indicatrice permet d’écrire simplement une fonction définie de fagon conditionnelle.
Exemple.

L'intérét y pour un manége dépend du temps d'attente x selon : y =xsi0<x <1
ety =1/xetsix>1.

La fonction y s'écrit plus simplement : y(x) = x X Tjg.1}(x) + (1/x) X Lj3;400(x)
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L Autres fonctions

Fonctions réciproques - Présentation

Deux fonctions sont réciproques quand elles annulent leurs effets.

Exemples.

exponentielle logarithme

X

In(e¥) = x

racine carrée carré 2
VX VX =x

inverse inverse

1/x

1/(1/x) = x

Attention.

Comment retrouver x a partir de x2 ?

En appliquant : t — v/t a x2 si x > 0 ; mais en appliquant : t — —/t a x2 si x < 0.
Entre 0 et 400, la réciproque de x > x2 est x — /X

Entre —oo et 0, la réciproque de x — x2 est x  —+/X

A retenir.

Préciser le domaine et I’ensemble image avant de déterminer une réciproque
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Application réciproque - Définition

f est une application de A dans B vérifiant la propriété : tout élément de B admet un
et un seul antécédent dans A. L'application qui a chaque élément de B associe son
antécédent dans A est la réciproque de f.

Pour déterminer la réciproque :

On résout I'équation y = f(x) d'inconnue x € A et de paramétre y € B. La réciproque
est I'application qui au paramétre y de B associe la solution x trouvée dans A.

Exemple.
[-1;0] — [1;9]

Déterminez la réciproque de f: x —  (2x—1)2

(on admet qu'elle existe)

On cherche pour y € [1;9] les solutions x € [—-1;0] de : (2x — 1)2 = y.
Il existe deux nombres dont le carré vaut y : /y et —,/y.

o2x—1l=\y=2x=1+y=x=(1+y)/2

°2X—1—ﬁsﬂx1—ﬁ¢><(1—ﬁ)/2}xe{w;w}

€[1;2] €[-1,0]

[1;9] — [-1;0]

Ainsi : x = (1 — 2 et la réciproque de f est g:
(a- )/ prog L g el N
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Application réciproque - Exercice
Un prix : y dépend d'une demande : x selon : y = x2 + 5x + 10.

1. Tracez la courbe de I'application : x — y(x) définie entre 0 et 10

y

La courbe de y(x) est tracée sous R par :
y <- function(x){x"2+5*x+10}

plot(y,xlim=c(0,10))

2. Déterminez son ensemble image

Quand x varie entre 0 et 10, y croit continiiment ; y prend donc toutes les valeurs
entre y(0) = 10 et y(10) = 160.

3. Déterminez 'application réciproque (on admet qu’elle existe)

On cherche pour y € [10;160] les solutions x € [0;10] de : x? +5x + 10 = y.

Le discriminant de : x2 +5x+ 10—y est : A =4y — 15 > 0 et ses racines : *5j§‘/z.
Parmi les deux racines seule ’5%‘/5 est comprise ente 0 et 10 : 10 < y < 160 ;
10;160] — [0;10
25 < 4y — 15 < 625 ; 0 < =2£YA <10, Ainsi X: [ j . [—st
2

[0;10] —» [10;160]

est la réciproque de y: X s X2 LBx410
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