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Chapitre 4 — Suites Numériques — L’essentiel du cours

1. Généralités

a) Définitions

Une suite numérique est une liste infinie et ordonnée de nombres réels : le premier, le second, le troisiéme, etc.,
appelés termes®. Si le premier terme est uy, le second est uy et le n® terme : u, ; la suite est alors notée : (un)nem f0}-
Si le premier terme est ug, le second est u; et le n® terme : u,_1 ; la suite est alors notée : (uy)nen ou (uy,). Dans les
deux cas, u, s’appelle le terme de rang n.

Une suite commengant par : u; = 2, up = —6, ug = 1 est notée (u,)nem f03. Son premier terme est u; = 2. Une
suite commencant par : ug = 2, u; = —6, us = 1 est notée (uy,)nen ou (uy,). Son premier terme est ug = 2.

Une suite peut étre définie (i) explicitement : chaque terme est une fonction explicite du rang et se calcule
directement (ii) récursivement : la valeur d’un terme se déduit de la valeur des termes précédents.

Vn € Ny u,, = 2n + 3 définit (u,) explicitement. vy = 1, Vn € N, v, 11 = 2v,, + 3 définit (v,) récursivement.

b) Monotonie

Une suite est croissante si ses termes sont d’autant plus grands que leur rang est élevé ; elle est décroissante
si ses termes sont d’autant plus petits que leur rang est élevé. Une suite est strictement (dé)croissante si elle est
(dé)croissante sans termes égaux. Une suite est dite monotone si elle est croissante ou décroissante.

Comment déterminer la monotonie d’une suite (u,) ?

- Dans tous les cas, on peut étudier le signe de la différence de termes consécutifs w,+1 — up ; (uy,) est croissante
si Vn, un+1 — upn > 0, décroissante si Vn, up4+1 — u, < 0, non monotone si le signe de w,+1 — u, varie selon n.

- Si (uy,) est & termes strictements positifs (¥n,u, > 0), on peut comparer a 1 le rapport de termes consécutifs :
(un,) est croissante si Vn, u,11/u, > 1, décroissante si Vn, t,+1/u, < 1, non monotone si le signe de (w41 /u, — 1)
varie selon la valeur de n.

La suite (u,,) définie par : ¥n € N,u,, = n? est croissante : ¥n € N, u, 41 — u, = 2n + 1 > 0. La suite (v,,) définie
par : Vn € N,v, = (—1)™ n’est ni croissante (v; < vg) ni décroissante (v1 < va) ; elle n’est pas monotone.

¢) Suites bornées

Une suite (uy) est :

- majorée par M € R si ses termes sont inférieurs ou égaux a M : Vn,u,, < M ; M est alors un majorant de (u,),
- minorée par m € R si ses termes sont supérieurs ou égaux a m : Vn,u, > m ; m est alors un minorant de (uy,).
Une suite est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

La suite (u,) définie par : Vn € N,u,, = 1/(n + 1) est majorée par 1 et minorée par 0 ; elle est donc bornée.
Propriétés

Une suite décroissante est majorée par son premier terme. Une suite croissante est minorée par son premier terme.
Une suite majorée posséde une infinité de majorants : tout réel supérieur & un majorant est encore un majorant.
Une suite minorée posséde une infinité de minorants : tout réel inférieur & un minorant est encore un minorant.

d) Convergence

o Limite finie. Une suite (u,) converge vers ¢ € R si u,, devient arbitrairement proche de ¢ lorsque n est grand.
On dit aussi : (u,) tend vers £ et on note : limy, oo (upn) = £.

Rq. (un) converge vers £ < u, — ¢ tend vers 0 < |u,, — €| tend vers 0.

La suite définie par : ¥n € N\{0},u, = 2 + 1/n converge vers 2 : u, — 2 = 1/n peut étre rendu arbitrairement
proche de 0 quand n est grand.

Unicité de la limite. Une suite ne peut pas converger vers deux limites distinctes. Si une suite converge vers £ € R
et vers ' € R, alors £ = ('.

Limites et inégalités. Si une suite a termes positifs ou nuls converge, sa limite est positive ou nulle : Si Vn,u,, > 0
et limy, 400 (u,) = £ € R alors £ > 0.

Conditions suffisantes de convergence. Une suite croissante et majorée par M € R converge vers ¢ < M ; une suite
décroissante et minorée par m € R converge vers £ > m.

(up) définie par : ug = 1/2 et Vn € N, u,41 = \/u, est croissante, majorée par 1 ; donc elle converge vers ¢ < 1.

o Limite infinie. Une suite (u,) diverge vers o0 si u,, devient arbitrairement grand lorsque n est grand. On dit
aussi : (up) tend vers +00 et on note : lim, 4o (u,) = 4o00.

Une suite (uy,) diverge vers —oo si la suite des termes opposés : (—u,,) diverge vers +oo.

(up,) définie par : Vn € N,u,, = (n+ 1)? tend vers +oc : (n+1)? devient arbitrairement grand quand n est grand.

o Limites et opérations.

A. Lourme & O. Baron, Faculté d’économie, gestion & AES, Université de Bordeaux

aplus rigoureusement, une suite numérique est une application de N dans R (ou de N\{0} dans R)



La suite (u,) tend vers £ € RU {£oo} et la suite (v,) vers £/ € RU {+oo}. Peut-on en déduire la limite : de la
somme (u, + v,) ? de la différence (u, — v,) ? du produit (u,v,) ? du quotient (u,/v,) ? (u,) et (v,) sont des
fonctions de N dans R ; les régles de calcul de limites (en +00) de Chapitre 3 s’appliquent.

lim,, 1 o00(2+1/n) =2 et lim,, o (3 —1/n2) = 3. On en déduit par somme : lim, o (2+1/n+3 —1/n?) =5,
par différence : lim, (2 + 1/n — 3+ 1/n?) = —1, par produit : lim, (2 + 1/n)(3 — 1/n?) = 6, par quotient :
lim,, 4 o0(2+1/n)/(3 —1/n?) =2/3.

o Théorémes de comparaison

Thl. (un), (v,), (wy) sont trois suites et & partir d’un certain rang : u, < v, < wy,. Si (u,) et (w,) convergent
vers £ € R, alors (v,,) converge vers /.

Vn>0:2-1/n<24+(-1)"/n < 2+41/n. Or, nErJIrloo@fl/n) = nErJIrloo(QJrl/n) = 2. Ainsi, nErJIrlOO(ZJr(—l)”/n) =2.

Th2. (uy), (v,) sont deux suites et & partir d’un certain rang : u, < v,. Si (uy) diverge vers +o0, alors (vy)
diverge vers +o0.
VneN:n+(-1)">n—-1. Or, lim (n—1)=+oc0. Donc, lim (n+(-1)")=+oc

n—-+o0o n—-4o0o
e) Suites adjacentes

Deux suites (uy,) et (vy,) sont adjacentes si I'une croit, 'autre décroit et leur différence tend vers 0.
Propriété. Deux suites adjacentes convergent toujours vers une limite réelle commune.

(un) et (v,) définies par : u, = 2+1/n, v, = 2—1/n? (n # 0) sont adjacentes : (uy) |, (v,) T, lim (u,—v,)=0.

n—-+oo

2. Suites particuliéres
a) Suites arithmétiques

Une suite est arithmétique si la différence de deux termes consécutifs est constante ; la différence constante de deux
termes consécutifs s’appelle alors la raison. Pour montrer qu’une suite (u,,) est arithmétique : on met en évidence que
la différence : wu,+1 — u, ne dépend pas de n.

Si (uy) est une suite arithmétique de raison r :

- deux termes quelconques wu,, et u, sont liés par : ug = u, + (¢ —p) X r

- la somme des termes de rang p a ¢ (¢ > p) est : Zi:p up = (g —p+ 1)(up +ug)/2.

(up,) définie par Vn € N, u,, = 2n + 1 est arithmétique de raison 2 : Vn, u,4+1; — u,, = 2. La somme des termes du
rang 3 au rang 7 vaut : ZZ:S up = (7—341)(uz + uy)/2 = 55.

Pour s’entrainer sur les suites arithmétiques : https://forms.gle/4jHk2SKMdoBGrCoZ8

b) Suites géométriques

Une suite & termes non nuls est géométrique si le quotient de deux termes consécutifs est constant ; le quotient
constant de deux termes consécutifs s’appelle alors la raison. Pour montrer qu’une suite (v,,) est géométrique : on
met en évidence que le rapport : v,11/v, ne dépend pas de n.

Si (v,,) est une suite géométrique de raison g (¢ € R\{0}) :

- deux termes v, et v, (n > p) sont liés par : v, = v, x ¢"7?

- la somme des termes de rang p a n (n > p) est : Zzzp vp =vp(1 — ¢ P /(1 —q).

(v,,) définie par Vn € N,v,, = 2 x 3" est géométrique de raison 3 : Vn, v,41/v, = 3. La somme des termes du rang
1 au rang 4 vaut : Zi:l v = vy (1 — 3471 /(1 - 3) = 240.

Pour s’entrainer sur les suites géométriques : https://forms.gle/tiAim21zMFk2QRFGS8

c) Suites arithmético-géométriques

Une suite (u,) est arithmético-géométrique s’il existe une relation affine liant systématiquement deux termes
consécutifs : Jo, f € R,Vn € Ny up 1 = au, + 5.

Cas particuliers. Si a =1, (uy,,) est arithmétique de raison 3 ;si 8 =0 et « # 0, (u,) est géométrique de raison a.

Si (uy) est arithmético-géométrique et non constante : Vn € N, up41 = aun, + 8 ; 8 € Rya € R\{1}, alors :
un = a"(ug — B/(1 — ) + /(1 - a).

La suite (u,) définie par : ug = 1 et Vn € N, u,41 = 2u, + 4 est arithmético-géométrique. Son terme de rand 5
est 1 us =25(1 —4/(—1)) +4/(-1) = 156.

3. Suites & Economie

a) Intéréts simples

Si un montant ~ est placé a intéréts simples au taux annuel (7 x 100)%, le capital v donne chaque année les mémes
intéréts : yr. Aprés n années, la valeur acquise du capital est : v + nyr = y(1 4+ n7). Ainsi, la valeur acquise du
capital forme une suite arithmétique de premier terme -y et de raison 7.

b) Intéréts composés

Si un montant ~y est placé a intéréts composés au taux annuel (7 x 100)%, chaque année la valeur acquise du capital
génére des intéréts correspondant a (7 x 100)% de la valeur acquise du capital & la fin de année précédente. Ainsi,
la valeur acquise du capital aprés n années est : y(1 4+ 7)". La valeur acquise du capital forme une suite géométrique
de premier terme «y et de raison 1 + 7.


https://forms.gle/4jHk2SKMdoBGrCoZ8
https://forms.gle/tiAim21zMFk2QRFG8

¢) Valeur acquise

(Ag) est un flux annuel : pour k € N, Ay est un montant versé a 'instant k et Ap41 est versé un an plus tard.

Le taux d’intérét : 7 donne la valeur acquise de A, & n'importe quel instant n > k @ Ay (1 + 7)"F.

La valeur acquise du flux entre les instants 0 et n est la somme des montants entre les instants 0 et n, capitalisés
a linstant n : V,, = ZZ:O Ap(1+7)""%. Quand le flux est constant : Vk € N, A, = Ag, V,, est la somme des termes
d’une suite géométrique : Vi, =Y o Ao(1+7)" 7% = Ag((1 + )" = 1)/7.

d) Valeur actuelle

(Ag) est un flux annuel : pour k € N, Ay est un montant versé a l'instant k et Ag41 est versé un an plus tard.

Le taux d’actualisation : 7 donne la valeur actuelle de Ay a l'instant 0 : Ay /(1 + 7)*.

La valeur actuelle du flux entre les instants 0 et n est la somme des montants entre les instants 0 et n, actualisés
a linstant 0 : V) = ZZ:O Ar/(1+ T)k. Quand le flux est constant : Vk € N, Ay = Ag, V,, est la somme des termes
d’une suite géométrique : Vo = Ag((1+ 7)1 —1)/(7(1 +7)").

e) Valeur Actuelle Nette

Investir un montant I a I'instant 0 produit un bénéfice durant n années. On note By, (k € [1;n]) le bénéfice pergu
a la fin de 'année k et 7 le taux d’actualisation.

La valeur actuelle nette (VAN) de Pinvestissement est la valeur actuelle du flux constitué : du montant investi
compté négativement : —1I et de l'ensemble des montants perqus By, : VAN = —1 +Y"}_, Bi/(1+ 7).

f) Tauzx Interne de Rentabilité

Investir un montant I a 'instant 0 produit un bénéfice durant n années. On note By, (k € [1;n]) le bénéfice pergu
a la fin de 'année k et 7 le taux d’actualisation.

Le taux interne de rentabilité (T'IR) de l'investissement est valeur du taux d’actualisation pour laquelle la valeur
actuelle nette est nulle ; c’est la valeur de z solution de : —I + Y ;_, By/(1+2)k =0.

4. Suites sous R

On représente souvent les premiers termes d’une suite avant de conjecturer ses propriétés. Voici deux exemples de
suites I'une explicite, ’autre récursive, définies et représentées sous R.

La suite définie explicitement par : Vn € N,u,, = (n + 1)? est implémentée sous R par :

u <—- function (n) { (n+1)~2}. Ses dix premiers termes sont représentés par : plot (0:9,u(0:9))

La suite définie récursivement par : vo = 1 et Vn € N,v,41 = (v, + 1)? est implémentée sous R par :

v <- function(n) {if (n==0) return (1) else return ((v(n-1)+1)"2)}. Sessix premiers termes
sont représentés par : plot (0:5, sapply (0:5,v)).




