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Chapitre 4 — Suites Numériques — TD Feuille 1

Exercice 1. (suites arithmétiques)

1. ug = 100, u; = 110 sont les deux premiers termes d’une suite arithmétique ; déterminez :

(a) le terme de rang 10,

La raison de (un) est 7 = 10 et uio = uo + 10 = 100 + 10 x 10 = 200.
(b) le dixiéme terme,

Le dixiéme terme est ug = up + 9r = 100 + 9 x 10 = 190.

(c) la somme des dix premiers termes,
La somme des dix premiers termes est : 22:0 ur = 10 X (uo + ug9)/2 = 10 x (100 + 190)/2 = 1450.

(d) la somme des termes du rang 5 au rang 20.
La somme des termes du rand 5 au rang 20 est : > o - ur = (20 — 5+ 1) X (us + u20)/2 = 16 x (100 + 5 x 10 +

100 + 20 x 10)/2 = 3600.

2. Cette suite est-elle : (a) convergente, (b) monotone, (¢) majorée, (d) minorée ?
Puisque (ur) est arithmétique de raison strictement positive, elle est croissante donc minorée par son premier terme g,
non majorée et non convergente.

3. Arth épargnera 100 € cette année puis il augmentera son épargne de 10 € par an au cours des neuf années
suivantes. Quel sera son capital dans dix ans ?
Le montant épargné au cours de année n (n € N{0}) : un,—1 = 100 + 10(n — 1). Le capital dont dispose Arth apres dix
ans : ZZ:O u = 1450 €.

Exercice 2. (suites géométriques)

1. vy = 1000, v; = 800 sont les deux premiers termes d’une suite géométrique ; déterminez :

(a) le terme de rang 5,

La raison de (v, ) est ¢ = 0,8. Le terme de rang cinq est : vs = vg X q® = 1000 x 0, 8% = 327, 68.
(b) la somme des cinq premiers termes,

La somme des cing premiers termes est : > p_, v = vo(1 —¢°)/(1 — ¢) = 1000 x (1 — 0,8%)/(1 — 0, 8) = 3361, 6.
(c) la somme des termes du rang 5 au rang 8.

La somme des termes du rang 5 a 8 : 2225 v = vs(1—¢*°T1)/(1—¢) = 10000, 8% x (1-0,8")/(1—0,8) ~ 967, 31.

2. Cette suite est-elle : (a) convergente, (b) monotone, (¢) majorée, (d) minorée ?

Puisque (vy,) est géométrique, de raison entre 0 et 1 (strictement), et de premier terme positif, elle converge vers 0 en
décroissant. Elle est donc majorée par son premier terme vy et minorée par 0.

3. Quelle est la taille aprés cing ans d’un village de mille habitants perdant chaque année 20% de son effectif ?
L’effectif du village aprés n années est : v, = 1000 x 0,8". Aprés cinq années, il ne reste plus dans le village que
1000 x 0,8” ~ 328 habitants.

4. Aprés combien d’années le village est-il vide aux trois quarts 7
On cherche n € N tel que : v, < 0,25 x 1000 ; 1000 x 0,8™ < 250 ; 0,8™ < 0,25 ; n x In(0,8) < In(0,25) ; n >

In(0,25)/1n(0, 8) ~ 6,2. Ainsi, il reste moins du quart de la population dans le village aprés sept ans.

Exercice 3. (suites arithmétiques)

La suite (u,) est définie par : ¥n € N,u,, =5 — 3n.

(a) Est-elle géométrique ? (d) Est-elle majorée ? minorée ?
(b) Est-elle arithmétique ? (e) Converge-t-elle ?
(¢) Est-elle monotone ? (f) Au dela de quel rang ses termes sont-ils inférieurs ou égaux a —100 ?
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a) u1/ug = 0,4 et uz/ur = —0,5. Le quotient de deux termes consécutifs n’est pas constant ; (u,) n’est donc pas géométrique.

b) Unt1 —un =5—3(n+1) — (5 — 3n) = —3. La différence de deux termes consécutifs vaut toujours —3 ; (u,) est donc
arithmétique de raison —3.

) Un+1—un = —3 < 0. La différence de deux termes consécutifs est toujours strictement négative ; (u,) est donc strictement
décroissante.

d) Pour tout n € N: up =5—3n <5; (un) est donc majorée par 5. Pour tout m € R, on peut trouver un rang n tel que :
un =5 — 3n < m ; il suffit pour cela de choisir n > (5 —m)/3. La suite (u,) n’est donc pas minorée (donc pas bornée).

e) Quel que soit m € R, on peut trouver un rang no au dela duquel tous les termes de (uy) sont inférieurs a m ; il suffit pour
cela de choisir ng supérieur au plus petit entier supérieur & (5—m)/3. Les termes de la suite (u,,) deviennent donc définitivement
inférieurs a n’importe quel réel arbitrairement petit. Ainsi, (u,) tend vers —oo.

f) On cherche n € N tel que : u, =5 —3n < —100, dont on tire : n > 35. Ainsi, au delad du rang 35 les termes de (u,,) sont

inférieurs ou égaux a —100.

Exercice 4. (suites bornées, monotones, convergentes)

Donnez un exemple :

(a)

(b)

§)

de suite non monotone,

n

La suite (z) définie par : z, = (—1)" vaut alternativement 1 ou —1 ; elle n’est pas monotone.

de suite majorée mais pas minorée,
La suite (y,) définie par : y, = —n? est majorée par 0, mais elle n’est pas minorée.
de suite bornée mais pas convergente,

La suite (x,) définie par : x, = (—1)" est bornée (ses termes sont tous compris entre —1 et 1), mais elle ne converge pas.

de suite convergente mais pas monotone,

La suite (zy) définie par : z, = (—1)"/n converge vers 0, mais elle n’est pas monotone.

de suite non bornée,

Pour qu’une suite ne soit pas bornée, il suffit qu’elle ne soit pas minorée ou qu’elle ne soit pas majorée ; la suite (y,) de
(b) convient.

de suite convergente et majorée par sa limite,

La suite (¢,) définie par : ¢, =2 —1/n (n € N\{0}) converge en croissant vers 2 ; tous ses termes sont inférieurs a 2.

de suite convergente mais pas majorée par sa limite,

La suite (z5,) de (d) converge vers 0 en oscillant autour de 0 ; elle n’est donc pas majorée par sa limite.

de suite strictement croissante et bornée,

La suite (¢») de (f) est strictement croissante, majorée par 2 et minorée par 1.

de suite alternée, non majorée, ni minorée,

La suite (sy) définie par : s, = (—1)" X n est alternée ; elle n’est ni majorée, ni minorée.

de suite alternée, convergente.

La suite (z) de (d) est alternée et convergente.

Exercice 5. (suites arithmético-géométriques)

(vp,) est définie par : vg =1 et pour tout n € N: v,11 = v,/2 + 4.

1.

(a) Représentez les dix premiers termes de la suite (vy,).
Les deux lignes suivantes permettent de représenter sous R les dix premiers termes de (v,) (Fig. 1).
> v <- function(n) {if (n==0) return (1) else return(v(n-1)/2+4)}
> plot (0:9,sapply(0:9,v),type="p")
(b) Conjecturez la monotonie de la suite (vy,).
Fig. 1 indique : (vn) est croissante.
(c) Conjecturez la convergence de (vy,).

Fig. 1 indique : (v,) converge vers 8.



2.

3.

(a) Exprimez v, en fonction de n.

o (vn) est une suite arithmético-géométrique : vp+1 = f(vn) avec f(z) = 0,5z + 4.

o f admet un unique point fixe : 8 obtenu en résolvant f(z) = x.

o La suite définie par w,, = v,, — 8 est géométrique de raison 0, 5.

En effet : wyi1 = vns1 —8 = 0,50, +4 — 8 = 0,50, — 4 = 0,5(vn — 8) = 0, 5wn.

o Pour tout n € N: w, =wo x 0,5". Or wyp =v9g —8 = —7. Donc v, = w, +8=8—-7x0,5".
(b) Montrez que (v,,) est monotone.

La suite (0,5") décroit, (=7 x 0,5™) croit et (v,) = (8 =7 x 0,5™) croit.
(¢) Montrez que (v,,) converge.

limy,—400(0,5™) = 0. On en déduit : limp—4oo(—7 X 0,5™) =0 et limy— 400 (8 — 7 x 0,5") = 8.

Existe-t-il une valeur de vy pour laquelle (v,,) est décroissante ?
vy, dépend de vg et de n selon : v, = 8+ (vo —8) X 0,5". Pour que (v,) décroisse avec n, il faut et il suffit que vg —8 > 0.
Ainsi, (vn) est décroissante quand la valeur du premier terme est : vo = 9 par exemple.

Imaginez un probléme économique que la suite (v,,) modélise.

M. Badtrade investit 1 Mio € dans un commerce peu rentable : chaque année son capital diminue de moitié et il investit
a nouveau 4 Mio €. v, représente alors le capital de M. Badtrade aprés n années.

Exercice 6. (suites explicites vs. récursives)

Chacune des suites proposées est-elle bornée 7 monotone ? convergente ?

(a)

u, = (Bn+1)/(4n+1)

Les quatorze premiers termes de (un) calculés sous R indiquent : (u,) converge en décroissant vers £ ~ 0,75

> n=0:13

> (3xn+1)/ (4*n+1)

[1] 1.0000000 0.8000000 0.7777778 0.7692308 0.7647059 0.7619048 0.7600000
[8] 0.7586207 0.7575758 0.7567568 0.7560976 0.7555556 0.7551020 0.7547170

o (un) est décroissante.

u — = 3(n+1)+1  3n+1 _ (Bnt+4)(d4nt+1)—(Bn+1)(4n+5) _ —1
n+1 T T 4(n+1)+1 4n+1 (4n+5)(4n+1) T (4n+5)(4n+1) "

la valeur de n € N, donc (u,) est décroissante.

Cette expression est négative, quelle que soit

o (un) est bornée.

un) est majorée par son premier terme ug = 1 puisqu’elle décroit. (u,) est minorée par 0 puisque ses termes sont positifs.
o (un) converge.

(un) est décroissante et minorée par 0 ; donc elle converge vers une limite réelle (positive ou nulle).

o (un) converge vers 3/4.

un = 2t = M — SR Or limy oo (3 4+ 1/n) = 3 et limyos oo (44 1/n) = 4. Donc : limyp oo () = 3/4.

vy = (=1)" xn

Les premiers termes de (vn) : vo = 0, v1 = —1, voa = 2, v3 = —3, va = 4, v5 = —5, semblent indiquer : v, devient
arbitrairement grand quand n est pair, et arbitrairement petit quand n est impair. La suite (v,) serait donc : non
majorée (donc non bornée et non convergente), non minorée, non monotone.

o (vp) n’est pas monotone.



En effet : (v,) n’est pas croissante car vg > v ; elle n’est pas non plus décroissante car v1 < va.
o (vp) n'est pas majorée.

Aussi grand que soit M € R, v, = (—1)2" X (2n) = 2n devient supérieur & M pour peu que n soit suffisamment grand.
Ainsi, aucun réel M aussi grand soit-il ne peut majorer (vy,).

o (vp) n’est pas minorée.

Aussi petit que soit m € R, vant1 = (—1)?"T x (2n+1) = —2n— 1 devient inférieur & m pour peu que n soit suffisamment
grand. Ainsi, aucun réel m aussi petit soit-il ne peut minorer (v,).

o (vn) n’est pas convergente.

Toute suite convergente est majorée. (v,) n’est pas majorée, elle ne peut donc pas converger.

wy, = (=1)"/n

Les premiers termes de (wy,) : w1 = —1, w2 = 1/2, ws = —1/3, wa = 1/4, indiquent : la suite des termes de rang pair
(an) converge en décroissant vers 0 ; la suite des termes de rang impair (wgnﬂ) converge en croissant vers 0. Ainsi,
(wr ) serait bornée, non monotone, elle convergerait vers 0.

o (wn) converge.

La distance entre wy, et 0 : |w, — 0| = [(—=1)"/n| = |(=1)"|/|n] = 1/n devient arbitrairement petite quand le rang n
augmente. Ainsi, w, devient arbitrairement proche de 0 pour peu que n soit grand ; et lim,,_ o0 w, = 0.

o (wr) est bornée.
Effectivement, puisqu’elle converge.
o (wy) n’est pas monotone.

(wr) n’est pas décroissante car w1 < ws ; elle n’est pas non plus croissante car wa > ws.

9 =0,5et 1 = /Tp;n €N
Les termes de (z,) calculés sous R entre les rangs 0 et 10 indiquent : (x,) converge en croissant vers 1 et 0 la minore.
> x <= function(n){if (n==0) return (0.5) else return (sgrt(x(n-1)))}
> sapply (0:10, x)
[1] 0.5000000 0.7071068 0.8408964 0.9170040 0.9576033 0.9785721 0.9892280
[8] 0.9945994 0.9972961 0.9986471 0.9993233
o Les termes de (xn) sont compris entre 0 et 1.

0 < 20 < 1 et si ’on suppose 0 < z, < 1 pour un certain rang n € N, alors £n41 = 1/Tn €]0;1[. Ainsi: 0 < z, < 1 pour
tout n € N.

o La suite (z,) est strictement croissante.

1 = /0,5 > xo. Supposons : Zn4+1 > T, pour un certain rang n € N, alors \/Tn11 > \/Tn puisque : x — /x est
strictement croissante, donc x,+2 > Tn+1. Ainsi, pour tout n € N : xp11 > xp.

o La suite (z,) converge.
(zn) est croissante et majorée ; donc, elle converge vers £ € R. Pour tout n € N: 0 < z, < 1; donc, 0 < ¢ <1.
o La limite ¢ de (z,) vaut 1.

(,,) converge vers £ € [0;1] et = — /z est continue sur [0;1]. Donc, (\/Zn) = (Znt1) converge vers V1. Or, (zn11) et
(,,) ont la méme limite. Donc £ = /£ et £ € {0;1}. Mais £ = 0 est impossible : comme (z,,) est croissante, sa limite est
supérieure & son premier terme. Il reste : £ = 1.

Yo=2et Ypi1 = /Yn;n €N

Les termes de (y,) calculés sous R entre les rangs 0 et 10 indiquent : (y,) converge en décroissant vers 1 et 2 la majore.
> y <= function(n){if (n==0) return (2) else return (sqgrt(y(n-1)))}

> sapply (0:10,y)

[1] 2.000000 1.414214 1.189207 1.090508 1.044274 1.021897 1.010889 1.005430
[9] 1.002711 1.001355 1.000677

o Les termes de (y») sont supérieurs a 1.
yo > 1 et en supposant y, > 1 pour un certain rang n € N, alors : yn+1 = /yn > 1. Ainsi : y, > 1 pour tout n € N.
o (yn) est strictement décroissante.

Y1 = V2 < yo = 2 et en supposant y,+1 < yn pour un certain rang n € N, alors : \/Jnt1 < /Yn Puisque = — /T est
strictement croissante, donc : yn42 < Yn+1. Ainsi : yn+1 < yn pour tout n € N.

o (yn) est majorée par 2.

(yn) est décroissante, donc majorée par son premier terme : yo = 2.



o (yn) converge.
(yn) est décroissante et minorée par 1 ; elle converge donc vers £ > 1.
o La limite ¢ de (y») vaut 1.
(yn) converge vers £ > 1 et &+ /T est continue sur RT ; donc, (\/yn) = (ynt1) converge vers V2. Or (yn+1) et (yn) ont
la méme limite. Donc, £ =V/? et £ € {0;1}. Mais ¢ > 1, donc £ = 1.
(f) zo=2et 2,41 = 22;n €N.
Les termes de (z,,) calculés sous R entre les rangs 0 et 10 indiquent : (z,) tend (vite) vers +oo en croissant.
> z <— function(n) {if (n==0) return (2) else return ((z(n-1))"2)}
> sapply (0:10,2z)
[1] 2.000000e+00 4.000000e+00 1.600000e+01 2.560000e+02 6.553600e+04

[6] 4.294967e+09 1.844674e+19 3.402824e+38 1.157921e+77 1.34078le+154
[11] Inf

o Pour tout n € N\{0} : 2z, > 2".

21 =4 > 2' et en supposant z, > 2" pour un certain rang n € N\{0}, alors : z,4+1 = 22 > (2")? = 2" > 2"*L. Ainsi :
zn > 2" pour tout entier n non nul. Or, lim,—, 1+ 2" = +00. Donc, par comparaison : lim,—, e zn, = +00.

o (zn) est minorée par 0.
20=2>0etVneN:z,11 =22 >0.
o (zn) est strictement croissante.

z1 =4 > z0 = 2 et en supposant z,4+1 > z, pour un certain rang n € N, alors : ziﬂ > 22 car x — 22 est strictement
croissante sur RT. Donc, znt2 > zn+1. Ainsi, pour tout entier n non nul : 2,41 > 2n.

o (z) est minorée par 2, mais pas majorée.
(zn) est croissante donc minorée par son premier terme : zg = 2.

zn est croissante, mais pas convergente ; donc elle n’est pas majorée (si elle était majorée elle serait convergente).

Exercice 7. (limites de suites)

Déterminez les limites suivantes.

a) lim, o0 2n/v1 4 n? ¢) limy,400(2™ +5™)/(3" + 1)
b) lim, 10 V1I+n—+/n d) limy,qo0 Dopyn/(n? + k)

a) lim,— 400 2n/v/1 + n? est une forme indéterminée : numérateur et dénominateur tendent vers +oo.
2n/V1I+n2 = \/4n2/(1+n2) = /4n2/(n2(1 + 1/n2)) = /4/(1 + 1/n?). limy— 400 4/(1 + 1/n®) = 4 et z +— \/z est continue
en 4. Donc, limp 400 2n/v/1 4+ n? = limp 400 /4/(1 +1/n?) = Vi =2.

b) limy— 400 vV1 + n — /1 est une forme indéterminée (différence de deux termes qui tendent vers +00). L’indétermination

est levée grace a expression conjuguée de la différence : /I +n — /n = & Hni/EL-t)n(-; ;%”Hﬁ) = V\l/%;‘\/rf = \/I-Trlw\/ﬁ'

limp 400 V1+n = 400 et limy, 400 /1 = 400 ; ainsi, par somme : lim,—1oo(v/1+ 71+ /1) = +00 et limp400(v/1+n —
Vn) =lim, 400 1/(vV/1+n+y/n)=0.

¢) limps10o(2™ +5™)/(3™ + 1) est une forme indéterminée (numérateur et dénominateur tendent vers 4+o00). On peut

comparer ((2" +5")/(3™ 4+ 1)) a une suite dont on connait la limite. 2;;':_5: = g—: X % Or,1+ (/2" >1+(1/3)" >0;

donc : % >1et g—z X % > g—z = (5/2)". Or, lim, 00 (5/2)" = +00. Donc, limy, o (2" +5")/(3" + 1) = 4oc.

d) 3°7_, n/(n® + k) est une somme de n termes positifs dont le plus petit est : n/(n” +n) et le plus grand : n/(n*+1). Or,
une somme de termes positifs est minorée par le produit : terme le plus petit x nombre de termes ; et majorée par le produit :
plus grand des termes X nombre de termes. Ainsi :

2,0 2 2 - 2 2 20 2
n“/(n"+n)=nxn/(n"+n) < n/(n"+k)<nxn/(n"+1)=n"/(n"+ 1)
k=1
Or, li 2 =i =i L =Tletli 2 =i s =li L=
T, 1My — oo nw2in 1My — + 0o nZ(it1/n) 1My — +co Tri/n — et limy,— 4 nZyl 1My — +co nZ(14+1/n2) — 1My — + oo T11/nZ —
1. Ainsi, par encadrement : lim, 400 Yy, n/(n° +k) = 1.
Exercice 8. (suites adjacentes)

(un) et (v,) sont deux suites définies pour n > 1 par : u, = Y ;_, 1/k! et v, = u, +1/nl.



. Montrez que (uy,) et (v,) sont monotones.
Pour tout n € N\{0} : tpq1 —un =1/(n+1)! > 0. La suite (u,) est strictement croissante.
Pour tout n € N\{0} : vn41 —n = tUnt1+1/(n+ D) —up—1/n! =2/(n+ 1) =1/n! = (1/n!) x (2/(n+1)—-1) <0. La
suite (v, ) est décroissante.

. Montrez que leur différence tend vers 0.

Up —un = 1/n! — 0.

n—-+oo
. Montrez que ces deux suites convergent vers la méme limite.
(un) est croissante, (v,) est décroissante et (un — v,) tend vers 0. Ainsi, (un) et (vn) sont adjacentes ; elles convergent
donc vers une limite commune ¢ € R.
. Donnez une valeur approchée au centiéme de leur limite commune.

Pour tout n € N\{0} : up, < ¢ < wv,. Donc : |l —un| < |vn — up| = 1/nl. Pour avoir : [£ — u,| < 1/100, il suffit que
1/n! <1/100. Or, 5! = 120. us est donc une valeur approchée de ¢ au centiéme : [£ —us| < 1/5! < 1/100. Sous R, us est
obtenu par : sum(1/factorial (0:5)) et donne : £~ 2,72.

Exercice 9. (intéréts simples vs. composés)

Vous souhaitez placer 10 k€ pour onze ans au plus. Trois placements sont proposés :

placement  intéréts taux

A composés 6%

B composés 7% pendant cing ans, puis 5% pendant six ans
C simples 8%

1. Exprimez dans chacun des cas, le capital acquis aprés n années (0 < n < 11)
Le capital (en k€) acquis aprés n années (0 < n < 11) dans le placement :
A:a,=10x1,06"

B:b,=10x1,0Mmsi0<n<5;b,=10x1,07° x 1,05" % si5<n <11
C:cp=10x% (1+0,08n).

. Déterminez graphiquement le meilleur placement selon la durée.
Les trois suites (an), (bn), (cn) sont définies sous R par :
a <— function(n) {10+x1.06"n}

b <- function(n) {if ((0<=n) & (n<=5)) return (10%«1.07"n) else return (10x1.0775x1.05"(n-5))}
c <— function(n) {10+ (1+0.08%*n) }

Fig. 2 représentant les termes de rang 1 & 11 de chaque suite est obtenue sous R par :

plot(1:11,sapply(l:11,a),type="b",pch=16,col="blue", lwd=2)
points(1:11,sapply(l:11,b),type="b",pch=17,col="red", lwd=2)
points(1:11,sapply(l:11,c),type="b",pch=18,col="green", lwd=2)

sapply(0:10, w)

Fig. 2

Les termes de la suite (a,) sont représentés en bleu, ceux de la suite (by,) en rouge et ceux de (¢,,) en vert. De Fig. 2, on
déduit Table 1 indiquant le meilleur placement selon la durée.



nombre d’années 1 2 3 4
meilleur placement C C C C

—
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>

Table 1

3. Quelle durée conduit a choisir A plutot que B 7
On cherche n € N\{0} tel que : a, > by,.

Supposons : 1 <n < 5. On doit résoudre : 10 x 1,06™ > 10 x 1,07™ ; 1,06™ > 1,07". Cette inéquation est sans solution
entre 1 et 5 : x — " est strictement croissante sur RT pour tout n € [1;5].

Supposons : 6 < n < 11. On doit résoudre : 10x1,06™ > 10x1,07°x1,05" % 1,06™ > 1,07°x 1,055 ;1,06™ > 1,07° x
1,05™/1,05° ; (1,06/1,05)™ > (1,07/1,05)° ; nln(1,06/1,05) > 5In(1,07/1,05) ; n > 51n(1,07/1,05)/1In(1,06/1,05) ~
9,95. a, > b, sin € {10;11}.

Si le placement dure au moins dix ans, A est préférable & B. Si le placement dure au plus neuf ans, B est préférable a A.
Exercice 10. (annuités, actualisation, tauz interne de rentabilité)

1. Quelle est la valeur actuelle d’une annuité de 100 € versée en début de période pendant onze ans si le taux
d’actualisation est 6% ?

La valeur actuelle de annuité versée au début de 'année k (0 < k < 10) est : A, = 100/1,06". La valeur actuelle des
annuités versées est : >, 100/1,06" = 1003, (1/1,06)F =100 x (1 — 1/1,06™)/(1 — 1/1,06) = 836 €.
2. Combien d’annuités de 40 k€ valent actuellement, dans leur ensemble, 312 k€ si le taux d’actualisation est 6% ?

La valeur actuelle de 'annuité versée au début de Pannée k (0 < k < n) est : Ay = 40/1,06%. La valeur actuelle de
'ensemble des annuités est : > p_,40/1,06F = 40>°7_ (1/1,06)* = 40 x (1 — 1/1,06™"")/(1 — 1/1,06). On cherche n
tel que : 40 x (1 — 1/1,06™™)/(1 —1/1,06) = 312 ; 1/1,06"*! = 1 — (312/40) x (1 — 1/1,06) ; —(n + 1)In(1,06) =
In[1 — (312/40) x (1 —1/1,06)] ; n = —1 —In[1 — (312/40) x (1 — 1/1,06)]/In(1,06) =~ 9 : les versements doivent durer
dix ans (n =9 entraine 10 versements).

3. M. Li investit 10000 € dont il tire un bénéfice constant de 1200 € pendant dix ans, versé a la date anniversaire
de l'investissement.

(a) Le taux d’actualisation est : 5%.

i. Déterminez la valeur actuelle du flux de trésorie selon I'année.

Notons Ap le montant investi : Ap = —10000 et A, le bénéfice percu n années plus tard : A, = 1200 si
1 <n<10; A, = 0sin > 11. La valeur actualisée a l'instant 0 du flux a linstant ¢ (i € N) est :
B; = A;/1,05".

ii. Déterminez la Valeur Actuelle Nette (VAN) de l'investissement.
VAN =31° Bi =312 A;/1,05" = —10000+1200 3°1%, 1/1,05" = —10000+(1200/1,05)x (1—1/1,05'%) /(1
1/1,05) ~ —733,9.
iii. Quelle devrait étre la durée de la rente pour que la VAN soit positive ?
Supposons que la rente devienne nulle aprés n années. Le flux est alors défini par : Ag = —10000 ; A; = 1200 si
1€ [1,n] ; A; = 0sii > n. La valeur actualisée a I'instant 0 du flux a l'instant ¢ est : B; = A;/1, 05' et VAN =
> o Bi=> 1", Ai/1,05" = —1000041200 " , 1/1,05" = —10000+ (1200/1,05) x (1—1/1,05™)/(1—1/1,05).
On cherche n tel que : —10000 + (1200/1,05) x (1 —1/1,05")/(1 —1/1,05) =0; 1 —1,05"" = 10000 x 1,05 x
(1—1/1,05)/1200 ; 1,05~™ = 1 — 10000 x 1,05 x (1 —1/1,05)/1200 ; —nIn(1,05) = In[1 — 10000 x 1,05 x (1 —
1/1,05)/1200] ; n = —In[1 — 10000 x 1,05 x (1 —1/1,05)/1200]/In(1, 05) ~ 11,05. M. Li devrait percevoir un
bénéfice durant douze années au moins pour que la VAN de son investissement soit positive.
(b) Déterminez et interprétez le Taux Interne de Rentabilité (TIR) de l'investissement.
Pour un taux d’actualisation z la Valeur Actuelle Nette est :
VAN =31% A;/(14x)" = —10000+1200 312, 1/(1+2)" = —10000+(1200/(1+x))x (1—1/(1+z)°) /(1-1/(1+z)).
Le Taux Interne de Rentabilité est la valeur de x qui annule la VAN ; il est donc solution de : —10000 + (1200/(1 +
2)) x (1-1/(1+2)"%) /(1 -1/(1 +2)) = 0.
Une valeur approchée de la solution de cette équation peut étre obtenue sous R par :
f <- function(x){-10000+1200/ (1+x)* (1-1/(1+x)"10)/(1-1/(1+x))}
uniroot (£, lower=0.0001, upper=1)

Sroot
[1] 0.03463184

Le Taux Interne de Rentabilité de I'investissement de M. Li est : 3,5% environ.




