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Chapitre 3 — Fonctions : Dérivation — L’essentiel du cours

1. Limites

Limites en un point

Une fonction f définie au voisinage de zg € R admet pour limite £ € RU{%o0} en ¢ si f(x) devient arbitrairement
proche de ¢ quand x # xg est proche de xg ; on note : limz—q, f(z) = L.

Limites & gauche/a droite

f admet pour limite £ € RU {+oo} en z( & gauche si f(z) devient arbitrairement proche de ¢ quand z < x( est
proche de z ; on note : limx_ma f(z) =2

f admet pour limite £ € RU {£o0} en zy & droite si f(x) devient arbitrairement proche de ¢ quand x > xz( est
proche de z¢ ; on note : limw_mg fz) =2

f admet pour limite £ € R en xq si et seulement si : lim, .+ f(z) = lim, - fz)=¢.

Limites en linfini

Une fonction f définie au voisinage de +o00 admet pour limite £ € RU{£o0} en 400 si f(z) devient arbitrairement
proche de ¢ quand x est grand ; on note : lim, o f(z) = £.

Une fonction f définie au voisinage de —oco admet pour limite £ € RU {£o00} en —oo si et seulement si x — f(—x)
admet pour limite £ en +oo.

Limites et opérations

f tend vers £ € RU{£oo} en 29 € RU {£o0} ; g tend vers ¢/ € RU {£oo} en xo.
limez sz (f 4+ ) (), limz—azo (f X g)(x), lime—az, (f/g)(x) dépendent de £ et ¢'.

limite de la somme limite du produit
lim f leR (eR /eR +4oo +o0 lim f leR (40 0 +o00
lim g eR 400 —00 +o0 —00 lim g eR +oo +oo +oo
im(f+g) (+¢ 400 —oo +oo ? lim(f xg) £x0¢ 4oo ? +00
limite du quotient
lim f eR (¢#0 0 oo f€eR +o0
lim g £0 e{0t,00} 0 Z+oo +oo V' eR\{0}
limf/g £/¢ +o00 707 0 +o00

Limite d’une composée

f tend vers £ € RU {£oo} en 29 € RU {£o0} ; g tend vers £ € RU {£o0} en /.
Alors : la composée de g par f : go f admet pour limite ¢’ en zg.

2. Régularité

Continuité

f définie au voisinage de xzg € R est continue en x si sa limite en zg existe et coincide avec sa valeur en xg. Ainsi,
f est continue en xq si : (i) lim,_, - f(z) et o+ f(z) existent et (ii) lim,_, - f(z) = lim, o+ f(z) = f(zo)-

f est continue sur un intervalle I C R si elle est continue en tout point de I.

Rq. La continuité figure parmi les hypothéses de plusieurs théorémes (théoréme des valeurs intermédiaires, théoréme
de la bijection, etc.) permettant de prouver qu'une équation n’est pas sans solutions.

Dérivabilité

f est une fonction définie au voisinage de zg € R. Tug.00+n(f) = (f(xo + h) — f(z0))/h est le taux d’accroissement
de f entre xy et xo + h ; il représente la pente de la corde d’extrémités (zo; f(x0)) et (zo + h; f(xo + h)).

Si Tygize+h(f) admet une limite finie quand h tend vers 0, on dit que f est dérivable en z( ; son nombre dérivé
en xg est alors : f/'(xg) = limy,_,o Tugize+h(f). Graphiquement, la courbe de f : 4y admet une tangente au point
d’abscisse z¢ d’équation : y = f/(zo)(x — zo) + f(x0). La fonction : = — f'(z¢)(xz — z0) + f(x0) que représente cette
tangente est 'approximation affine de f en x.

f est dérivabe sur un intervalle ouvert I C R si elle est dérivable en tout point de I. La fonction dérivée de f est
alors : f':x— f'(x).

3. Fonctions dérivées

Dérivées de référence
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La fonction : est dérivable sur : et sa dérivée est : La fonction : est dérivable sur : et sa dérivée est :

= a (o €R) R =0 x —e” R x e’
1/zP (p € N\{0}) R\{0} — p/aPtl x® (e € R\Z) ]0;+00] aro~!
Inz 10; +o00] 1/x VT 10; +00] 1/(2y/x)

Deérivées et opérations

f et g sont deux applications dérivables sur un intervalle ouvert I C R. Alors : f + g est dérivable sur I et
(f+9) (x) = f'(x)+4' (x) ; f—g est dérivable sur I et (f—g)'(z) = f'(x)—g'(x) ; fx g est dérivable sur I et (fxg)'(z) =
['(@) x g(@) + f(x) x g'(x) 5 f/g est dérivable sur {z € I;g(x) # 0} : (f/9)'(x) = (f'(x) x g(z) — f(z) x ¢'(x))/9(x)?.

Deérivée d’une composée

f est une application dérivable sur un intervalle ouvert I C R ; g est une application dérivable sur un intervalle
ouvert de R contenant {f(z);z € I'}. La composée de g par f est alors dérivable sur I et : (gof) (z) = ¢'(f(z)) x f'(x).

De cette formule générale de dérivation d’'une composée, on déduit pour u dérivable sur I C R :

La fonction : est dérivable sur : et sa dérivée est : La fonction :  est dérivable sur : et sa dérivée est :
uP (p € N\{0}) I puP~ 1/ ev I u'e
1/uP (p e N\{0}) {z€ Lu(z)#0} —pu'/urt! u® (€ R\Z) {z € Lu(z) >0} ou "t/

Inu {r e Liu(x) >0} u/u NG {z € Iu(z) >0} u/(2y/u)

Dérivée et Maxima

Maxima est un logiciel de calcul formel ; il permet de calculer/vérifier une dérivée. Il peut étre utilisé en ligne (avec
inscription) : https://www.rollapp.com/app/maximalou téléchargé: http://maxima.sourceforge.net/
download.htmll Quelques exemples :

dérivée de : code Maxima :

x5 er 1 factor (diff (exp (x"2+1),x));
v+ (Inz)? factor (diff (log(x)"2,x));
x»—)eﬁ factor (diff (exp(sqrt (x)),x));

4. Quelques usages des dérivées

Monotonie

Une application f d'un intervalle I C R & valeurs dans R est croissante sur I si les images des éléments de I sont
rangées dans le méme ordre que les antécédents : Vay, 22 € I, 21 < 23 = f(x1) < f(a2). f est décroissante sur [ si les
images des éléments de I sont rangées dans l'ordre contraire des antécédents : Vay,xe € I, 11 < 19 = f(x1) > f(22).

f est strictement (dé)croissante si elle est (dé)croissante et associe des images distinctes a des réels distincts.

Une application est monotone sur I si elle est croissante sur I ou décroissante sur I.

Pour mountrer la monotonie d’une fonction, on peut revenir & la définition d’une fonction croissante/décroissante,
ou étudier le signe de sa dérivée : si la dérivée f’ d’une application f dérivable sur un intervalle ouvert I C R est

(strictement) positive sur I, alors f est (strictement) croissante sur I ; si f est (strictement) négative sur I, alors f
est (strictement) décroissante sur I.

Cout marginal

Quand un coiit y dépend d’une variable économique z, le cotit marginal en xg est la dérivée de y par rapport a x
calculée en xg : y'(xo). Il représente la variation approximative du coiit quand la variable x passe de la valeur zg a
2o+ 1: ylezog+ 1) — y(xg) = y'(xo). Ainsi, le colit marginal en xg est une approximation du surcoiit associé a une
unité supplémentaire de x & partir de la valeur xg.

Elasticité

Quand une quantité y dépend d’une variable économique x, I’élasticité de y en xq est : El, y(z¢) = xo Xy’ (z0)/y(z0)-
Elle représente la variation relative approximative de la quantité y quand la variable x augmente de 1% & partir de
zo : [y(xo + 0,01z0) — y(x0)]/y(0) ~ Ely y(xo).

Dérivée logarithmique

y est une application & valeurs strictement positives, dérivable par rapport a x ; sa dérivée logarithmique est :
y'(@)/y(x) = 5 Iny(z).

A quoi sert la dérivée logarithmique ?

o Elle permet de définir simplement I'élasticité : El, y(z) = z X [y (x)/y(z)] = x x dérivée logarithmique de y(z).

o Les formules de capitalisation sont du type : y = ! (y,v > 0) oil y représente une valeur acquise, v un
montant actuel, ¢ le temps et v un coefficient dépendant du taux d’intérét. Le coefficient v qui détermine la vitesse
de capitalisation dépend de la dérivée logarithmique de y selon : % Iny(t) =Inw.
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