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Chapitre 3 — Fonctions : Dérivation — TD Feuille 1

Exercice 1. (continuité, dérivabilité)

1. Chaque fonction de Fig. 1a, Fig. 1b, Fig. 1c, Fig. 1d est-elle : définie en 1 7 continue en 1 7 dérivable en 1 ?
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o Fig. 1la.

f est définie en 1 et sa valeur en 1 est —3. La limite de f en 1 & gauche existe et vaut —1 ; la limite de f en 1 a droite
existe et vaut —3. La limite de f en 1 & gauche et la limite de f en 1 a droite ne coincident pas ; donc f ne posséde pas
de limite en 1. Comme la valeur de f en 1 ne coincide pas avec la limite de f en 1, f n’est pas continue en 1. Puisque f
n’est pas continue en 1, elle n’est pas non plus dérivable en 1.

o Fig. 1b.

f est définie en 1 et sa valeur en 1 est —3. La limite de f en 1 & gauche existe et vaut —1 ; la limite de f en 1 & droite
existe et vaut aussi —1. Comme les limites de f en 1 & gauche et a droite existent et coincident, f admet une limite en
1 ; cette limite vaut —1. La valeur de f en 1 n’est pas égale & sa limite en 1. Donc f n’est pas continue en 1 ; elle n’est
donc pas non plus dérivable en 1.

o Fig. lc.

f est définie en 1 et sa valeur en 1 est —1. La limite de f en 1 a4 gauche existe et vaut —1 ; la limite de f en 1 & droite
existe et vaut aussi —1. Comme les limites de f en 1 a gauche et & droite existent et coincident, f admet une limite en
1 ; cette limite vaut —1. La valeur de f en 1 est égale & sa limite en 1. Donc f est continue en 1. La limite du taux
d’accroissement de f entre 1 et 1 4+ h vaut 2 quand h tend vers 0~ et 8 quand h tend vers 07. Le taux d’accroissement
de f entre 1 et 1 + h n’a pas de limite quand h tend vers 0 : f n’est donc pas dérivable en 1.

o Fig. 1d.

f est définie en 1 et sa valeur en 1 est —1. La limite de f en 1 & gauche existe et vaut —1 ; la limite de f en 1 & droite
existe et vaut aussi —1. Comme les limites de f en 1 a gauche et a droite existent et coincident, f admet une limite en
1 ; cette limite vaut —1. La valeur de f en 1 est égale & sa limite en 1. Donc f est continue en 1. La limite du taux
d’accroissement de f entre 1 et 1 + h vaut 2 quand h tend vers 0~ et 2 quand h tend vers 07. Le taux d’accroissement
de f entre 1 et 1+ h tend vers 2 quand h tend vers 0 : f est dérivable en 1 et f'(1) = 2.
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2. La fonction définie par g(z) = (0,52 — 2) X Tj2,1[(2) — 0,52 X 1j_;2)(x) est-elle continue ? dérivable ?

—0,bzxsiz <2
g(z) = :

g peut étre définie par :

0,5x —2six>2

Fig. 2 représentant g indique : g est continue sur R, dérivable sur R\{2} et non dérivable en 2.

o Continuité en 2. lim g(z) = lim —0,5z = —1; lim g(z) = hm (0 5z — 2) = —1. Les limites de g & gauche et a
r—27 T—27 z—2t T—
droite de 2 existent et coincident ; donc, la limite de g en 2 existe et vaut —1. Lavaleur degen2est: g(2) = —0,5x2 = —1.

Ainsi, la limite de g en 2 coincide avec sa valeur en 2 ; donc, g est continue en 2.

o Dérivabilité en 2. Le taux d’accroissement de g entre 2 et 2 + h est :

Troen(9) = (9(2 + ) — g(2))/h = {( 0,52+ h) — (= ))/) =—0,5sih <0

(0,5(2+h)—2—(-1))/h=0,5s1 h >0

lim T2;2+h(g) = —0,5 75 lim T2:2+h(g) = 0,5.
h—0t

h—0"

Les limites de 72,214 (g) & gauche et a droite de 0 ne coincident pas ; le taux d’accroissement de g entre 2 et 2+ h n’a pas
de limite et g n’est pas dérivable en 2.

o Régularité (continuité & dérivabilité) sur R\{2}.
Sur | — 00;2[ : g coincide avec une fonction continue et dérivable : x — —0, 5z ; g est donc continue et dérivable.
Sur |2; +00[ : g coincide avec une fonction continue et dérivable : z +— 0,5z — 2 ; g est donc continue et dérivable.

Ainsi, g est continue et dérivable en tout point de | — 0o; 2[U]2; 4+-00].

Exercice 2. (limite d’un taux d’accroissement, nombre dérivé)

Déterminez et interprétez les limites suivantes.

a) lim(1/(1+h)—1)/h b) llm(\/1+h—1)/h c) lim(eh —1)/h d) lim(e**t" —e®)/h
h—0 h—0 h—0
1 4 1-(1+h)

a) HH— = — = h(IJerh) 1+h et limpo(1/(1 4 h) —1)/h = limpo —1/(1 4+ h) =

(1/(1 4+ h) —1)/h est le taux d’accroissement de  — 1/(1 + z) entre 0 et h. Ainsi, z — 1/(1 + x) est dérivable en 0 et son
nombre dérivé est : —1.

b) lim (v/1 4+ h—1)/h est une forme indéterminée (numérateur et dénominateur tendent vers 0). L’indétermination est levée
h—0

en multipliant numérateur et dénominateur par l'expression conjuguée du numérateur :

VITh-1 _ (VI+h—D)(VIFh+1) _ VIFh®-12 _ _ 14h-1  _ h _ 1
h h(v/1+h+1) T h(vI+h+1) T R(VI+R+1) T h(VI+h+1) T VI+h+H1T

limy o (VI + R+ 1) = 2 5 ainsi, limpo S5 = limpo ey = 1/2.

(V14 h —1)/h est le taux d’accroissement de = +— /1 + x entre 0 et h ; ainsi, on a montré que z — /1 + = est dérivable
en 0 et que son nombre dérivé est 1/2.

¢) (e" —1)/h est le taux d’accroissement de  +— e” entre 0 et h. Or, z — e® est dérivable en 0 et son nombre dérivé est 1.
Donc : lim(e" —1)/h = 1.
h—0
d) (e*h—e)/h = (e* xe"—e™) /h = e®(e" 1) /h. Or, hm(e —1)/h = 1. Donc: lim(ez+h ")/ h = hm e"(e"—1)/h = e”
h—0
(et — e®)/h est le taux d’accroissement de  +— e entre et = + h ; ainsi, on a montré que = — e” est dérivable en tout
réel x et que son nombre dérivé en x est e”.

Exercice 3. (dérivées de référence, dérivées et opérations)



Déterminez la dérivée de chacune des fonctions suivantes puis vérifiez vos résultats sous Maxima?.

1. (a) 2+ 3y/x (b) x — 522 (c) x — 2/z (d) > €2* (e) z +— In(3z) (f) > 4
a) (3v3) =3 x (V&) =3 x 1/(2y3) = 1,5/\/&

b) (52%) =5 x (2?) =5 x 22 = 10z

) (2/2) =2 x (1/a) =2 x (—1/2) = —2/a"

d) (621) (2(E)l 2 __ 2621

In(3z))" = (3z)"/(3x) = 3/(3z) = 1/

47) = (") =1n4 x e*™* = 2In2 x 47

o

e) (
f) (
8) (VE+5/2) = (VB) + (3/2) = 1/(2v/E) +5 x (—1/2%) = 0,5//& — 52
b) 2z +5+e¢*) =2z +5)+ (e ) =2—e"
c) (In(2z) - 47)" = (In(22))" — (4*)’ =1/ — 2In2 x 47
d)(1+$—f) (1+ )—(\f)'=1—05/\/5
e) (X7, e) =30 () =0 ix e
a) x + 224/7 (b) x> 2z + 1)e™® (c) 2+ 2%In(z) (d) 2+ e %In(1/z) (e) z > 3%e*®
2) (2aE) = (20)VE + (20)(VE) = 2F + 20/ (2V/F) = 22/3/F + /\/F = 2/F + V/E = 3vF

) (x4 1De ™) =R+ e+ 2r+1)(e™) =2"+2z+1)x(-1)xe " =e2—-2x+1) =" x (1 —27)

Sous Maxima :

(
(
(
(
(
(
(
2. (@) x = x+5/x (b) x> 2x+5+e % (c) z+ In(2x) — 4* (d)x»—>1+x—\/§(e)x»—>zl5:16”
(
(
(
(
(
(
(
(b

($11) factor(diff ((2xx+1)*exp(-x),x));
(%01) - (2 x = 1) %e

(c) (2% In(x)) = (2°) Inz + (2°)(Inz) =1In2 x 2 x Inx + 2% x (1/x) =2*(In2 x Inz + 1/x)

Sous Maxima :

($12) factor (diff(27xxlog(x),x));

(d) (e"In(1/z)) = (=e"Inz) = —(e") Inz — e*(Inz) = —e"Inz — "/ = —e”(Inx + 1/7)

Sous Maxima, :

($13) factor (diff (exp (x)*log(l/x),x));
(%03) -

(e) (3%e*) = (37) e* 4 3%(e**) =1n3 x 3%e®” + 3% x 22" = 3%e*"(2 + In3)

4. (a) z = (1+v2)/(22) (b) 2 = e**/(xz+1) (c) z— (2®+2+1)/(2z+1) (d) 2+ e*/In(x) () v — (z+e**)/\/z
(a) (lgf)' — GV (e Rx ) (UCVENEAYE) SIS (/7 4 9)/(4a?)
2z \/ &20Y (1 _e2%(y ’ &2% (4 2 .
(b) (m) = BV @ erl) _ 2o _ 2o (9g 4 1) /(2 + 1)°
(C) 22 4x+1 (J:' +a41) (2z+1)— (2 +a+1)(2z+1)" (2x+1)(2x+1) (ac +z+1)X2 _ 2224221
2z+1 (2z+1)2 (22+1)2 - (2z+1)2
@ () = g = el — o(ing — 1/2)) ()

(@) (x+e2w)’ — @) (B (o) (VB _ (14262) i (a+e27) /(2y/F) _ 20(1426%) /(2y/F)(0e?0)/(2y/F) _ woke®® (dn=1)
NI NeR T z 2x\/x

aMaxima est un logiciel gratuit de calcul formel ; vous pouvez le télécharger sous : http://maxima.sourceforge.net/download.
html ou l'utiliser en ligne : https://www.rollapp.com/app/maxima


http://maxima.sourceforge.net/download.html
http://maxima.sourceforge.net/download.html
https://www.rollapp.com/app/maxima

Exercice 4. (dérivée d’une composée)

Onnote f:xz—2x+5,g: 2 /x, h:z—1/x.

Déterminez toutes les composées possibles de deux fonctions parmi f, g, h ainsi que leurs dérivéesP.

(f o g)(x) = 2/F + 5.

(fog) ()= (fog)(z) xg'(z) =2x1/(2Vz) =1/V=.
(9o f)(z) = V22 +5.

(go f)(x)= (g o f)(z) x f'(x) =1/(2y/22 +5) x 2=1/+/2z + 5.
(f o h)(w) = 2/a+5.

(foh) ()= (f oh)(z) x W (x) =2x (—1/x?) = =2/
(ho f)(x) =1/(2z + 5).

(ho f)(z) = (I o f)(x) x f'(z) = (~1/(2x +5)%) x 2 = —2/(2z + 5).
(hog)(x) = 1/v/7.

(hog)(x) = (h og)(z) x ¢'(x) = =1/(Va)* x 1/(2y/) = —1/(22\/T).
(goh)(z) = \/1/z =1/V& = hog(x).

(goh) (z) = (¢" o h)(x) x I'(z) = (1/(2 x \/1/2)) x (=1/2%) = =z /(22°) = —1/(22/x).

Exercice 5. (courbe et tangente, codt marginal, codt moyen)

Produire x tonnes de blé cotite y(x) = 2 + x + x? unités monétaires.

a) Déterminez et interprétez le taux d’accroissement de vy entre 1 et 3.
m3(7) = (v(3) —v(1))/B -1 = (2+3+3%) - (2+1+1%))/2=(14-4)/2=5.

Le taux d’accroissement de =y entre 1 et 3 vaut 5. C’est la pente de la corde rouge de Fig. 3. Chaque tonne de blé produite
entre une tonne et trois tonnes cotlite en moyenne 5 unités monétaires.

Fig. 3

b) Quel est le taux d’accroissement 71.145(y) de -y entre 1 et 1+ h ?
Tan(y) = (Y1 +h) —y(1)/1+h—=1)=(2+ (1 +h)+ (1+h)*) = (2+1+1%)/h = (3h+h*)/h =3+ h.
c¢) Quelle est la limite de 71,141 () quand h tend vers 0 ?

1i . =1 = 3.
h{%ﬁ,uhﬁ) h,lﬂ%(3+h) 3

d) Quel est le nombre dérivé de la fonction v en 1 ?

La limite du taux d’accroissement de «y entre 1 et 1 + h est le nombre dérivé de y en 1. Ainsi, 7'(1) = 3.
e) Quelle est équation de la tangente & la courbe de v au point d’abscisse 1 ?
v(1) =4, 4'(1) = 3. La tangente a la courbe de v au point d’abscisse 1 a pour équation : y = 3(x — 1) + 4.

f) Déterminez et interprétez le cott de production marginal en 1.

Le cotit de production marginal en 1 est : 4'(1) = 3 : quand on a produit une tonne de blé, produire une tonne
supplémentaire cotlite approximativement trois unités monétaires.

g) Combien cotte la production d’une tonne supplémentaire de blé quand une tonne a déja été produite ?

¥(2) = y(1) = (24+242%) — (2+ 14 1%) =4 : quand on a produit une tonne de blé, produire une tonne supplémentaire
colite exactement quatre unités monétaires (coit de surproduction). Rq. Le colit marginal est une approximation du
cotit de surproduction (Fig. 3).

ben utilisant la formule de dérivation des fonctions composées



Cott de surproduction
d’une tonne suplémen-
taire quand une tonne <
a déja été produite Cotut marginal : ap-
proximation du coiit

de surproduction

1

Fig. 4: Codt marginal vs. codt de surproduction

h) Quand on produit deux tonnes, quel est le colit moyen de production d’une tonne de blé ?

v(2)/2 =4 : quand on a produit deux tonnes de blé, chaque tonne cotlite en moyenne quatre unités monétaires.
i) Quelle est la fonction dérivée de v ?

v (x) =1+ 2z.
j) Déterminez et interprétez le coit de production marginal en 2.

v'(2) = 5 : quand on a produit deux tonnes de blé, produire une tonne supplémentaire cotite approximativement cinq

unités monétaires.
Exercice 6. (capitalisation et approzimation affine)

1. On place un capital K au taux annuel p% ; quel montant K (t) détient-on aprés ¢ années ?

La valeur acquise aprés ¢ années d'un capital K placé au taux annuel p% est : K(t) = K(1 + p/100)".
2. Montrez que In K (t) = In K + ¢1n(1 + p/100).
InK(t) = In(K (1 + p/100)!) = In K + In((1 + p/100)") = In K + t1n(1 + p/100).

3. Quelle est I'équation de la tangente a la courbe de x — In(1 + x) au point d’abscisse 0 7
En notant f(z) =In(1+=x): f(z) =1/(1+z); f(0)=1/(1+0)=1; f(0) =In(1 +0) = 0 ; la tangente a la courbe de
f au point d’abscisse 0 a pour équation : y = f'(0)(z — 0) + f(0) ; y = =.

4. Montrez que In K (t) ~ In K + pt/100.

D’apreés 3., Papproximation affine de z — In(1 + z) au voisinage de 0 est z — x. Ainsi, quand z est proche de 0 :
In(1 4+ ) = z. Donc, pour un taux p proche de 0 : In(1 4 p/100) ~ p/100 et In K + ¢In(1 + p/100) ~ In K + ¢p/100.

Exercice 7. (dérivées et monotonie)

Quelle est la monotonie des fonctions suivantes 7
a) frx—2034322—122 b)) g:ox >zl ¢) h:xw xe®* d) r:x—Inx/x
a) f est dérivable sur R et pour tout réel z : f’'(x) = 62° + 6z — 12 = 6(2® + = — 2). Le discriminant de x? + 2 — 2 vaut 9,

ses racines sont : (—1 —+/9)/2 = —2 et (—1++/9)/2 = 1. Ainsi : f/(z) = 6(x + 2)(z — 1). Le tableau suivant indique le signe
de f’ et les variations de f.

@ —oco -2 1 +o00
T+ 2 - 0 + +
e —1 - - 0 +
f(x) + 0 - 0 +
var(f) | 0 — s 4w

b) g est dérivable sur RT\{0} et pour tout réel z > 0: ¢'(z) = (zlnz) = (z)' Inz+z(nz) =1 xhz+zx1/z=1+Inz.
¢’ s’annule en un seul point : 1/e. Le tableau suivant indique le signe de g’ et les variations de g.



x 0 1/e +oo

1+Inz — 0 +

var(g) 0 — —~1/e > t>

c) h est dérivable sur R et pour tout réel x : h'(x) = (ze*) = (z)e* + z(e*) =1 x e* +x x e = (1 +x)e”. h' s’annule en

un seul point : —1. Le tableau suivant indique le signe de h’ et les variations de h.
T —00 —1 “+o00
e” + +
1+ - 0 +
' (x) - 0 +
var(h) | O — je — +00

d) 7 est dérivable sur R™\{0} et pour tout réel z > 0 : 7'(z) = (2)" = zlne)—(@) e _ exl/o_lxine L=y sannule

x 2

en un seul point : e. Le tableau suivant indique le signe de 7’ et les variations de r.

xT 0 e +oo
1—Inz + 0] —
22 + +
' (z) + 0 -
var(r) | _ . ——— 1/e —_—

Exercice 8. (fonctions quadratiques)

La fonction f est définie sur R par : f(z) = 222 — 8z + 6.

1.

En quels points la fonction f s’annule-t-elle ?

f(x) = 2(x® — 42 + 3). Le discriminant de 2® — 4z 4 3 vaut 4 ; ses racines : (—4 —+/4)/2 = —3 et (—4++/4)/2 = —1 sont
aussi les zéros de f.

. Exprimez f(x) comme un produit de polynémes de degré un en x.

f est un polynoéme de degré deux en x dont les racines sont : —1 et —3 ; donc : f(z) = 2(x + 1)(z + 3).

Etudiez les variations de f.

f est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x) = 4z — 8. Sur l'intervalle | — 00; 2], f’ est négative et f est décroissante ;
sur l'intervalle [2; +o00[, f’ est positive et f est croissante. Le tableau suivant donne le signe de f’ et les variations de f.

var(f) +o0 _ 9 _ +o0

. Quel est 'ensemble image de f 7

f est continue sur R ; elle prend donc toutes le valeurs comprises entre —2 et +o0.

f atteint-t-elle un minimum ? un maximum ?

f prend la valeur —2 mais aucune valeur strictement inférieure & —2. Ainsi, —2 est le minimum de f sur R.



Rq. Chacune des questions de cet exercice peut étre traitée en invoquant quelques propriétés générales des fonctions
polynomiales du second degré. En effet, si f(z) = az® + bz + ¢ (a € R\{0},b, ¢ € R), alors :

(i) f n’admet aucune racine réelle si son discriminant A = b? — 4ac est strictement négatif ; f admet une racine unique :
—b/(2a) si A =0 et deux racines distinctes : (—b+ VA)/(2a) si A > 0.

(ii) f se factorise en : f(x) = a(z — (=b—VA)/(2a))(x — (=b+ VA)/(2a)) si A >0 et f(x) = a(z +b/(2a))? si A = 0.

(4i1) Sia > 0 : f est décroissante entre —oo et —b/(2a), croissante entre —b/(2a) et +oo, f atteint un minimum en —b/(2a)
et son ensemble image est [f(—b/(2a)); +oo[. Sia < 0: f est croissante entre —oco et —b/(2a), décroissante entre —b/(2a) et
+00, f atteint un maximum en —b/(2a) et son ensemble image est | — oo; f(—b/(2a))].

Exercice 9. (dérivées et monotonie)

A Tinstant ¢, le prix du baril de brut est : p = ¢ unités monétaires et le volume de brut détenu par Sam est :
7t .
q = e " barils.

1. Quelle est la valeur du stock de Sam & l'instant ¢ ?

La valeur du stock & I'instant ¢ est : v(t) = p x ¢ = te "

2. Comment la valeur du stock de Sam varie-t-elle avec le temps ?

v :t > te” ! est dérivable sur R et pour tout réel ¢ : v'(t) = (te™!) = (1) e +t(e™!) = Ixe t+ix (1) xe t = et (1—t).
v’ posséde un seul point critique : 1 ; le tableau suivant indique le signe de v’ et les variations de v sur R.

t —o0 1 +o0
et + +
11—t + 0 —
v'(t) + 0 -
var(v) | __  —— 1/e —_—

Comme t est une durée, ’étude des variations de v peut étre restreinte & R™ :

t 0 1 +o0
et + +
1—t + 0 -
v (t) + 0 -
var(v) 0o — 1/e TT——

La valeur du stock de Sam croit continument entre les instants 0 et 1, avant de décroitre. Ainsi, elle est maximale a
Iinstant 1 ou elle vaut 1/e.

Le prix du baril & 'instant ¢ dans une unité monétaire alternative est p = ¢2.

3. Etudiez, dans cette nouvelle unité monétaire, les variations de la valeur du stock avec le temps.

vt t2e”" est dérivable sur R et pour tout réel ¢ : v'(t) = (t2e7) = (12) e +t3(e™!) =2t x e H 2 x (—1) x e =
e (2t — %) = t(2 — t)e™". v posséde deux points critiques : 0 et 2 ; le tableau suivant indique le signe de v’ et les
variations de v sur R.

t —00 0 2 +o0
et + + +
t - 0 + +
2 -1 + + 0 —
v’ (t) - 0 + 0 -
var(v) Foo Ty — 4/e? —_—




La restriction de 1’étude & R montre que la valeur du stock de Sam croit entre les instants 0 et 2 avant de décroitre. La
valeur du stock est maximale & I'instant 2 ot elle vaut 4/e?.

Exercice 10. (élasticités)

1. Déterminez et interprétez ’élasticité en 1 de chacune des fonctions suivantes.
a) z+— 3z +1 b) x s e2® ¢) x> 3x73 d) z— x e) x— 1/(zvx)

o L’élasticité de f : @ — 3z +1en 1 est : af'(z)/f(z)],—, = 3z/(Bx+1)[,_, = 3/4 = 0,75 : quand la variable =
augmente de 1% & partir de la valeur 1, la valeur de la fonction f augmente de 0,75% environ.

o L¢lasticité de g : x +— e** en Lest : zg'(2)/g(x)|,_, = Qer’”/eQx‘wzl = 2 : quand la variable x augmente de 1% a

partir de la valeur 1, la valeur de la fonction g augmente de 2% environ.

o L’élasticité de h : z + 3z~ > en 1est : ah’(2)/h(z)|,_, = © x (=9)z~*/(327?)| = —3: quand la variable x augmente

r=1

de 1% a partir de la valeur 1, la valeur de la fonction h diminue de 3% environ.

o L’élasticité de u: x — /T en 1 est : zu'(x)/u(z)|

1 = T X (1/2)x71/2/x1/2‘ = 0,5 : quand la variable z augmente
r=1

de 1% & partir de la valeur 1, la valeur de la fonction « augmente de 0,5% environ.

o L’élasticité de v : z — 1/(zy/z) en 1 est : xu'(z)/u(z)]

=X (—3/2)m75/2/173/2’ = —1,5: quand la variable
z augmente de 1% & partir de la valeur 1, la valeur de la fonction v diminue de 1,5% environ.

rz=1

2. A Dinstant ¢, le prix du titre SA.Inc est p(t) = 2e%!* et la quantité de titre SA.Inc détenue par M. Li est ¢(t) = t.

(a) Quelles est la valeur v du portefeuille de M. Li a 'instant ¢ ?
La valeur du portefeuille de M. Li a I'instant ¢ est v(t) = p(t) x q(t) = 2te®'.
(b) Déterminez 1’élasticité de v par rapport a t.
La dérivée de v en ¢ est v/ (t) = e'7(0,1 x 2t 4 2) = e*'%(0, 2t + 2).
L’élasticité de v en t est : El; v(t) = e®'(0,2t% + 2t)/(2te™ ) = 0, 1t + 1.
(c) Vérifiez : El; v(t) = El; p(t) + El; ¢(t) et interprétez cette égalité.
El p(t) = tp'(t)/p(t) = 0, 2te®' /(2%1) = 0, 1t.
El, q(t) =tq'(t)/q(t) =t/t = 1.
Ainsi : El; p(t) + El; ¢(t) = El; v(t).




