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Chapitre 2 — Fonctions : Généralités — TD Feuille 1

Exercice 1. (fonction, application, image, antécédent, domaine, ensemble image)
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Fig. 1

1. Fig. 1 représente la courbe d’une fonction f : R — R.

(a)

(b)

(f)

f est-elle une application ?

Certains réels (comme 6,5) n’ont pas d’image par f. Ainsi, f n’est pas une application.

Quel est le domaine de f ?

Les réels compris entre 1 et 6 ou entre 7 (strictement) et 9 ont une image par f et ce sont les seuls. Ainsi,
D5 = [1;6]U]7;9]. 2y est la réunion des intervalles représentés en rouge sur Fig. 2.

Quel est son ensemble image 7

Les réels compris entre —4 et 5 ou entre 6 (strictement) et 9 ont au moins un antécédent par f et ce sont les seuls.
L’ensemble image de f est donc : [—4;5]U]6;9]. C’est la réunion des intervalles marron de Fig. 2.

Quelle est 'image de 27 de 7 7

L’image de 2 par f vaut 1: f(2) = 1 (pointillés jaunes de Fig. 2). 7 n’a pas d’image par f : la verticale passant par
7 ne coupe pas la courbe de f.

Quels sont les antécédents de 1 7

Les antécédents de 1 par f sont 2 et 6 (pointillés verts de Fig. 2).

La fonction f s’annule-t-elle ?

La courbe de f coupe 'axe des abscisses entre 1 et 2 : f s’annule une fois et une seule en un point situé dans
I'intervalle [1;2].

2. La fonction g est définie par : g(z) =1+ vz + 2.

(a)

(b)

(c)

Quel est le domaine de g 7

g(z) existe si et seulement si : x 4+ 2 > 0. Le domaine de g est donc constitué des réels supérieurs ou égaux & —2 :
Dy = [—2;+00].

Quel est son ensemble image ?

Quand z parcourt Uintervalle [—2; +o0o[, (x 4 2) parcourt [0; +oo[, v/= + 2 parcourt [0; +oo[ et 1 4+ /& + 2 parcourt
[1;+00]. L’ensemble image de g est donc Uintervalle : [1; 4o00].

Quelle est 'image de 7 ?
L’image de 7 par g est g(7) =1+ +/7+2=4.
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(d) Quels sont les antécédents de 6 ?
Les antécédents de 6 par g s’obtiennent en résolvant : g(x) =6;1+yz+2=6;Vr+2=5;z+2=25;z =23
Ainsi, 23 est I'unique antécédent de 6 par g.

Remarque. La courbe de g se déduit de celle de x — /7 par deux translations successives : 1'une de —2 unités horizontales,
Pautre de +1 unité verticale (voir Fig. 3). Il est alors facile de vérifier graphiquement les réponses apportées en 2.
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Exercice 2. (fonction affine par morceaux, fonction indicatrice, propriétés graphiques)
1. f est une fonction définie sur Rpar: f(z)=14+zsiz<2et f(z)=5—zsiz> 2.

(a) Tracez la courbe de f.

f est affine par morceaux ; sa courbe est la réunion de deux demi-droites représentées en bleu sur Fig. 4.
(b) Déterminez 'image de 1.

Puisque 1 est inférieur a 2, son image par f est : f(1)=1+1=2.
(¢) Quels sont les antécédents de 4 7 de 3?7 de 1 7

o Antécédents de 4.

La solution de = + 1 = 4 n’est pas inférieure & 2 ; 4 ne posséde donc pas d’antécédents inférieurs & 2. La solution de
5 — x = 4 n’est pas supérieure & 2, 4 ne posséde pas non plus d’antécédents supérieurs & 2. Ainsi, 4 ne posséde pas
d’antécédents par f. Rq (argument graphique) : I'horizontale passant par 4 sur Fig. 4 ne coupe pas la courbe de f.
o Antécédents de 3.

La solution x +1 = 3 est 2 ; elle est inférieure ou égale & 2 ; 2 est donc 'unique antécédent de 3 inférieur ou égal a 2.
La solution de 5 —x = 3 est 2 ; elle n’est pas strictement supérieure & 2 ; 2 ne posséde pas d’antécédents strictements
supérieurs & 2. Ainsi, 'unique antécédent de 3 par f est 2, ce que confirme Fig. 4 : ’horizontale passant par 3 coupe
la courbe de f en un point unique dont ’abscisse est 2.

o Antécédents de 1.



La solution de x +1 = 1 est 0 ; elle est inférieure ou égale a 2 ; 0 est 'unique antécédent de 1 inférieur ou égal a 2.
La solution de 5 — x = 1 est 4 ; elle est strictement supérieure a 2 ; 4 est donc 'unique antécédent de 1 strictement
supérieur a 2. Ainsi, 1 posséde deux antécédents par f : 0 et 4, ce que confirme Fig. 4 : 'horizontale passant par 1
coupe la courbe de f en deux points dont les abscisses sont 0 et 4.

(d) Définissez f a l'aide de fonctions indicatrices.
f(x) peut s’écrire a I’aide de fonctions indicatrices : f(z) = (z + 1)1j_cc,2) (%) + (5 — 2)Lj2;400[ ().
(e) Montrez que la courbe® de f est symétrique par rapport a la droite d’équation x = 2.

Deux réels symétriques par rapport 4 2 : 2+ h et 2—h (h > 0) ont la méme image : f(2+h)=5—(2+h)=3—h
; f(2—h) =14 (2—h) =3 — h. La courbe de f est donc symétrique par rapport a la verticale passant par 2.

2. Les fonctions g et h sont définies par g(z) = f(z) + 2 et h(z) = f(z + 2).

(a) Tracez les courbes de g et h.

La courbe de g (en jaune sur Fig. 4) se déduit de celle de f par une translation de +2 unités verticales ; la courbe
de h (en vert olive sur Fig. 4) de déduit de celle de f par une translation de —2 unités horizontales.

(b) En quels points g s’annule-t-elle ?
Les points en lesquels g s’annule s’obtiennent (au choix) : graphiquement, en déterminant les points d’intersection
de l'axe (Oz) et de la courbe de g ; algébriquement en résolvant g(z) =0; f(z) =—-2;...; 2= -3 ouz =T.

(¢) Déterminez les axes de symétrie de la courbe de h.
La courbe de f est symétrique par rapport & la verticale passant par 2. Or, la courbe de h se déduit de celle de f
par une translation de —2 unités horizontales. La courbe de h est donc symétrique par rapport a axe (Oy).
Un argument plus formel conduit au méme résultat.
h est définie par :
5—(x+2)=3—-zsiz+2<2;2<0

h(z) = f(z+2) =
(@) = J( ) {1+(m+2):3+xsix+2>2;m>0

Deux réels opposés : x et —z (z > 0) ont la méme image par h : h(—z) =3 — (—z) = 3+ 2 = h(z). La courbe de h
est donc symétrique par rapport a (Oy).
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Exercice 3. (équations et valeurs absolues)

Déterminez les solutions réelles de : (a) |z — 5| =10 (b) |z + 3] =2 (c) |22 — 4] =8 (d) |2z + 6] = 4.

(a)
Méthode 1.
(i) |z =5/ =10

(ii)) Siz—5>0; x> 5, résoudre (E;) : x — 5 = 10.

Siz—5<0;x<5, résoudre (F2): —(x —5) = 10.

(iii) (B1) : —5=10; = = 15,

(B2): =(x—5)=10; —x+5=10; x = —5.

(iv) |15 — 5] = |10] = 10 ; 15 est solution de (E).

| =5 —5]=|—10] =10 ; 1 est solution de (E).

L’ensemble des solutions de (E) est : . = {—5;15}.

Méthode 2.

11 existe deux nombres situés a la distance 10 de 5 : —5 et 15. ./ = {—5;15}.
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(b)

Méthode 1.

(i) [z +3] =2

(i) Siz+3>0; x> —3, résoudre (Ey) : z+ 3 =2.
Siz+3<0;x< -3, résoudre (F2): —(x+3) =2.
(iii) (Bh) : 2 4+3=2;2=—-1.

(B2): —(z+3)=2; —z—3=2;z=—5.

(iv) | =1+ 3| = 2| =2 ; —1 est solution de (E).

| —5+4+3] =] —2| =2; —5 est solution de (F).
L’ensemble des solutions de (E) est : . = {—1; —5}.

Méthode 2.
|z + 3| =2; |z — (—3)] = 2. 1l existe deux nombres situés a la distance 2 de =3 : =5 et —1. .%¥ = {—1; -3}.

(c)

Méthode 1.

20— 4] =8 ;|2 —2)| =8;2a—2/=8; ja—2[ =4 ...
L’ensemble des solutions de (E) est : . = {—2;6}.

Méthode 2.

|22 — 4| = 8. 1l existe deux nombres situés a la distance 8 de 4 : 12 et —4.
2x = 12 donne z = 6 ; et 2o = —4 donne : x = —2.
7 ={-2;6}.

(d)

Méthode 1.

22 +6|=4;2(x+3)|=4;]z+3]=2...
L’ensemble des solutions de (E) est : . = {—1; —5}.

Méthode 2.

|22 4+ 6| =4 ; |22 — (—6)| = 4. 1l existe deux nombres situés a la distance 4 de —6 : —10 et —2.
2x = —10 donne x = —5 ; et 20 = —2 donne : =z = —1.

& ={-1;-5}.

Exercice 4. (logarithme, exponentielle, propriétés)

1. Exprimez : (a) In8 (b) In(1/81) (c) In24 en fonction de In2 et/ou In 3.

In(8) = In(2%) = 31In(2) ; In(1/81) = —In(81) = —In(3*) = —41n(3) ; In(24) = In(2* x 3) = In(2*) +1n(3) = 3In(2) +1In(3).
2. Ecrivez sous forme d’un seul logarithme : (a) 2In3 +1n2 +In(1/2) (b) 0,5In9 — 21n 3.

2In3 +1n2 +1n(1/2) = In(3%) + In(2) + In(1/2) = In(3* x 2 x 1/2) = In(9).

0,51n(9) — 2In(3) = (1/2) x In(3%) — In(3%) = (1/2) x 2 x In(3) — In(9) = In(3) — In(9) = In(3/9) = In(1/3) = —In(3).

3. Quel est le plus grand des deux réels : 3In2 et 2In3 ?
23 =8 < 3% =9. Or, z + Inx est strictement croissante sur ]0; +-0o[. Donc In(2?) < In(3?) et 31n(2) < 21n(3).

In(e?) (b) In(1/e) () In(&) () In(eve).
:r2 x1=2;In(1/e?) = —In(e?) = =2 ; In(v/e) = In(e'/?) = (1/2) x In(e) = 1/2 ; In(ey/e) =
n(e*?) = (3/2) x In(e) = 3/2.

4. Simplifiez : (a)
In(e?) = 21In(e)
In(et x 61/2) =1

Exercice 5. (équations et logarithmes)

Résolvez les équations suivantes :

(a) In(x) =2 (¢) In(2 + 5x) = In(z + 6) (e) In(x — 1)+ In(z —3) =1n3
(b) In((z—1)/(2x—1))=0 (d) In(2z —5) =1 (f) In(2?) = (Inx)%
(a) Inz =2.

Inz =2 ; exp(In(x)) = exp(2) ; = = €%

(b) In((z —1)/(2z — 1)) = 0.
L’unique réel dont le logarithme vaut 0 est 1. Donc : (z —1)/(2c —1) =1 et ensupposant x #1/2: 2 —1=2z—1; 2 =0.
On vérifie que 0 est bien solution.

(¢) In(2 + 5z) = In(z + 6).



Pour que les deux logarithmes puissent exister, il faut d’une part : 2+5x >0;x > —0,4det x4+6 > 0 ; x > —6. On cherche
donc les solutions de I’équation parmi les réels z supérieurs a —0,4. Si deux réels ont le méme logarithme ils sont sont égaux.
Ainsi, 2z +5 =z + 6 et = 1 est solution de I’équation (1 €] — 0, 4; +00]).

(d) In(2z —5) = 1.

On cherche les solutions de cette équation parmi les réels x supérieurs a 2, 5. L’unique réel dont le logarithme Népérien vaut
leste Ainsi,2z —5=cetz=(e+5)/2>2,5.

(e) In(zx — 1)+ In(z — 3) =1In3.

On cherche les solutions de cette équation parmi les réels z strictement supérieurs & 3. In(z — 1) + In(x — 3) = In3 ;
Inf(z—1)(z—-3)]=m@B); (z-1)(z-3)=3;2>~4z=0;2(z—4)=0;x=00uz =4 Comme 0 <3et4>3, I'unique
solution de I’équation est = = 4.

(f) In(z?) = (Inz)>

On cherche les solutions de cette équation parmi les réels a strictement positifs. In(2?) = (Inz)? ; (Inz)? — 2lnz = 0 ;
(Inz)x (Inz—2)=0;Inz=0o0ulnz—2=0;2=1o0uz=c> Commel>0ete? >0, ’équation a deux solutions : 1 et ¢*.

Exercice 6. (égquations et exponentielles)

Résolvez les équations suivantes :

(a) exp(3z—1)=3 (c) exp(z? —3) =2 (e) 2 =7 (g) 24etl =3¢
(b) et/ =2 (d) e** —2¢e* =0 (f) 423 =9 (h) 4345 = g4z=3,
(a) exp(3x —1)=3;In(exp(3z —1)) =In3;3x—-1=In3; z=[1+1n3]/3.
(b) el/® iIn(e?*)=In2;1/z=m2;z=1/In2.
(c) exp(z® —3) =2 ; In(exp(z® —3)) =In2; 2> —3=In2; 2> =3+1In2; 2 =+/3 FIn2.
(d) e —2e" =0; (e")* —2e" =0;¢e" x (" —2) =0; ¢” =0 ou e” — 2 =0 ; il nexiste pas de réels dont ’exponentielle

est nulle, mais ¢ — 2 = 0 donne x = In 2.

()2z—7 M2 =7.2In2=In7;z=(n7)/(In2).
(f)4* 3 =9;e M =9 (3 —3)Ind=m9;2 =3+ (In9)/(In4) =3 + (In3)/(In2).
(g) 2%+t =37 ; et l)In2 _ pzlnd (40 4 1)In2 =2In3; (4In2—-In3)x2z=—-In2; 2= (In2)/(In3 — 4In2).
= s eBrrs)ind _ ,(de=3)In8 . (30 4 5)In4 = (42 — 3)In8 ; n4d —4In8)x = —3In8 — 5In4 ; z =
(h) 4%*F° = 84“”3,(3+)14 (e=3)In8 3z + 5)Ind = (4o — 3)In8 ; (3In4 — 4In8) 3In8 — 5In4 ;

(3In8+45In4)/(4In8 — 3In4) = (31n(2%) + 5In(2%))/(41n(2*) — 31n(2%)) = (9In2 +10In2)/(12In2 — 61n2) = 19/6.
Exercice 7. (équations et puissances)
Déterminez les solutions réelles de : (a) (2x+1)* = 81 (b) (2z+1)*! =81 (c) (v +4)°> = —10 (d) (z+4)>! = —10.
(a) 2z 4+1)*=81;20+1=481"* ;204 1=43;2=1o0u —2.

(b) (u+1)"" =81; exp(4, 1 x In(2z + 1) =81 ; 4, 1xIn(2z-+1) = n81; In(20-+1) = In(3")/4, 1; 20-+1 = exp(4(In3)/4, 1) ;
= (—1+4exp(4In3/4,1))/2 = (-1 + 3¥/*1)/2.

(¢) (x+4)°=-10; —(z4+4)°=10; (2 —4)°=10; —z —4=10"° ; z = —4 — 10"/°.
(d) (z+4)>' = =10 ; exp(5,1 x In(x 4+ 4)) = —10 : sans solutions (une exponentielle est toujours strictement positive).
Exercice 8. (capitalisation des intéréts, valeur acquise, investissement, valeur actuelle nette)

1. La valeur acquise aprés n années d’un montant K placé au taux annuel 2% est : K (1 + x/100)". Quel doit-étre
le taux d’intérét pour que la valeur acquise de 10 k€ apreés cinq ans soit : 13382,26 € 7

On cherche z vérifiant : 10*(1 + £/100)° = a avec a = 13382,26. (1 4 2/100)° = a/10* ; (1 + /100) = (a/10*)'/° ;
x =100 x ((a/101)Y® —1) =~ 6.

Le taux d’intérét doit étre de 6% environ pour que la valeur acquise de 10 k€ aprés cinq ans soit : 13382, 26 €.
2. Quand un investissement X donne un bénéfice B aprés une durée «, la valeur actuelle nette (VAN) du flux

dépend du taux d’actualisation x selon : VAN = —K + B(1 + 2/100)~%. Quel doit-étre le taux d’actualisation
pour que la VAN d’un investissement de 10 k€ donnant un bénéfice de 12 k€ aprés trois ans, soit nulle 7

On cherche = de sorte que : —10% +12 x 10*(1 4+ 2/100) ™3 =0 ; (1 4+ 2/100)*> = 1,2 ; z = 100 x (1,23 — 1) ~ 6, 3.

Le taux d’actualisation doit étre de 6,3% environ pour que la VAN associée & un investissement de 10 k€ offrant un
bénéfice de 12 k€ aprés trois ans soit nulle.

Exercice 9. (fonctions indicatrices et définition conditionnelle)

g est la fonction définie sur R par : g(z) = 2% x Ljg,17(2) + (1/2) X Lj1400((2)-



1. Définissez g sans recourir aux fonctions indicatrices.

g coincide avec : la fonction nulle avant 0, la fonction carré entre 0 et 1, la fonction inverse au dela de 1. Elle pourrait
étre définie de fagon conditionnelle par :

O0six<O
glx) =(2?si0<z<1
1jzsiz>1

2. Quelles sont les images par gde: —1;0;0,5;1;27
—1 est strictement négatif, donc g(—1) = 0 ; 0 est dans Uintervalle [0; 1], donc g(0) = 0> = 0; 0,5 est dans I'intervalle [0; 1],
donc ¢(0,5) = 0,52 = 0,25 ; 1 est dans I'intervalle [0; 1], donc g(1) = 12 = 1 ; 2 est supérieur a 1, donc g(2) = 1/2 =0, 5.
3. Tracez la courbe de g.

La courbe de g est représentée par Fig. 5.
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Exercice 10. (définir, représenter une fonction sous R)

Arth investit 200 euros dont il tirera un bénéfice : 210 euros dans un an. z désignant le taux d’actualisation, la
valeur actuelle nette de son investissement est : VAN = —200 + 210/(1 + =/100).

1. Tracez sous R la courbe représentant VAN en fonction de x.

2. Déterminez graphiquement le taux de rentabilité interne (T/R) de I'investissement®.
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Fig. 6

Fig. 6 représente VAN en fonction de x (en bleu) et I'horizontale passant par 0 (en rouge). Fig. 6 est obtenue sous R :

van <- function(x) {-200+210/ (1+x/100)} # définition de van en fonction de x
plot (van,xlim=c (0, 20),col="blue") # représentation de van en fonction de x entre 0 et 20
abline (h=0,col="red") # représentation de 1’horizontale passant par O

ble taux de rentabilité interne (TIR) est la valeur du taux d’actualisation (z) pour laquelle la valeur actuelle nette (V AN) est nulle



Le TIR est la valeur de x qui annule VAN. Graphiquement, on détermine : TIR = 5%.

3. Vérifiez algébriquement la valeur de TIR obtenue graphiquement.

La valeur exacte de T'IR est solution de : VAN =0 ; —200 + 210/(1 4+ 2/100) =0 ; 1 + 2/100 = 1,05 ; z = 5. Ainsi,
TIR = 5%.




